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УДК 550.361

Асимптотическое осреднение температуры 
турбулентного потока в скважине

АННОТАЦИЯ. В статье показано, что нахождение нулевого коэффициента 
асимптотического разложения можно рассматривать как осреднение темпе-
ратурного поля по сечению скважины. Установлено, что в частных случаях 
асимптотическая и интегральная процедуры осреднения приводят к одинаковым 
результатам.

SUMMARY. Shown that finding a zero coefficient of the asymptotic expansion can 
be viewed as averaging the temperature field over the cross section well. Found that, in 
special cases, asymptotic and integral averaging procedure leads to identical results.

КЛЮЧЕВЫЕ Слова. асимптотическое осреднение, асимптотическое разло-
жение, интегральное осреднение, нулевой коэффициент разложения, температура, 
труба постоянного сечения, турбулентный поток.

KEY WORDS. Asymptotic averaging, asymptotic expansion, the integral averaging, 
zero expansion coefficient, temperature, constant-section pipe, turbulent flow.

Задачи по определению осредненных по области значений физических па-
раметров, например, определение средней температуры жидкости в трубе [1], 
концентрации радиоактивных примесей при фильтрации растворов в пористой 
среде [2] и т.д. могут быть успешно решены на основе асимптотических методов 
при специальном выборе формального параметра асимптотического разложения. 
При этом возникает необходимость построения нулевого и первого коэффици-
ентов разложения, погранслойных функций и оценочных выражений для оста-
точного члена.

Ниже показано, что нулевой коэффициент разложения при этом описывает 
осредненные по сечению трубы значения физических параметров. В более 
сложных случаях нелинейных задач и задач с переменными коэффициентами 
построение нулевого коэффициента представляет оригинальную процедуру 
осреднения, которая, к сожалению, не может быть осуществлена на основе 
интегрального осреднения исходных уравнений.

Построение первого коэффициента разложения требует добавочных условий, 
которые получены на основе тривиального решения осредненной задачи для 
остаточного члена, и в этом смысле соответствующие выражения для нулевого 
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и первого приближения названы «в среднем точными». Обоснование этого 
факта важно для концептуальной оценки близости искомого точного решения 
и асимптотического [3].

Выражение для первого коэффициента разложения позволяет определить 
«погрешность» осредненных значений физических параметров. Выражение для 
первого коэффициента на самом деле более детально описывают поля физиче-
ских параметров в области осреднения. Кроме того, именно из этих выражений 
следуют стационарные решения задач, полученные при формальном устремле-
нии времени к бесконечности. В этом смысле построение первого коэффициен-
та разложения представляет важнейшую задачу определения стационарных 
решений ряда задач теории теплопроводности.

Математическая постановка задачи о температурном поле турбулентного 
потока жидкости в трубе постоянного сечения имеет вид

Турбулентный профиль скорости определяется по следующей формуле: 
 , где и — решение уравнения Сполдинга y = u + [exp(κu) - ϕ4(u)]/E,  

. Величина τ0/ρ получена из уравнения Кармана–Никурадзе 

 , где f = 2τ0ρ/v0
2, k = 0.407, E=10.

С использованием соотношений
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исходная постановка приводится к безразмерному виду

где λ(r) = 1 + cρκν[exp(κu) — ϕ3(u)]/Eλr.
Здесь пренебрегается слагаемыми, содержащими множитель ν2, так как он 

имеет порядок 10-8. Задачу в постановке (1)—(7) называют сопряженной. Реше-
ние таких задач связано с принципиальными трудностями, поэтому задача в 
точной постановке заменяется многими исследователями более простой. Одним 
из способов упрощения задачи является ее осреднение по радиусу трубы. Для 
этого применяется следующий интеграл

.

При осреднении второго слагаемого уравнения (2) используется соотноше-
ние, вычисляемое с помощью условия сопряжения (4)

.

Интегральное осреднение третьего слагаемого уравнения (2) затруднено вви-
ду наличия переменного коэффициента R(r), определяемого режимом течения 

флюида в скважине, поскольку только в случае R(r)=1 интеграл  

выражается через средние значения температур . Осредним задачу (1)—(7) 
в предположении R(r)=1, что соответствует выровненному профилю скорости
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С использованием преобразования

задача (8)—(13) записывается в пространстве изображений

Точное решение задачи (14)—(18) внутри скважины в пространстве изо-
бражений имеет вид

где 

Решение для внешней области представится в виде
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Выражение (19) после перехода в пространство оригиналов позволяет ис-
следовать динамику средней по сечению температуры в скважине на различных 
глубинах в зависимости от размеров трубы, а также теплофизических свойств 
флюида и окружающих пород. Однако в некоторых случаях (фазовые переходы, 
турбулентные потоки и т.д.) исходная задача осложнена переменными коэффи-
циентами или нелинейными уравнениями, что делает неприемлемой процедуру 
интегрального осреднения. Покажем, что в рассматриваемом случае поиск 
осредненного решения сводится к определению нулевого коэффициента асим-
птотического разложения. Параметризованная постановка задачи для выров-
ненного профиля примет вид

Решение параметризованной задачи целесообразно отыскивать в виде асим-
птотических формул

где ε формальный параметр разложения.
Подставляя Т и Т1 из (27), (28) в (20)—(26) и выписывая слагаемые при ε0, 

получим постановку задачи для нулевого коэффициента разложения
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Уравнение (30) является «зацепленным» в том смысле, что содержит первый 
коэффициент разложения T (1). С использованием известной процедуры расце-
пления [4] задача приводится к виду

Нетрудно убедиться, что постановка задачи после осреднения и постановка 
для нулевого приближения асимптотического разложения совпадают с точностью 
до обозначений. Из единственности решения соответствующих задач следует, 
что решения их совпадают

Равенство (42) позволяет установить физический смысл нулевого прибли-
жения. Оно констатирует, что решение в нулевом приближении соответствует 
отысканию осредненной по радиусу скважины температуры. Отсюда следует 
также, что предел решения при ε→0 соответствует усреднению искомого реше-
ния по координате r.

Так как в задаче (36)‑(41) по оси r осуществлено осреднение, то естественно 
нулевое приближение не зависит от r и описывает средние значения температу-
ры по сечению скважины. Первое приближение T(1) позволяет учесть зависимость 
температуры от радиальной координаты r внутри скважины, что обуславливает 
необходимость построения как нулевого, так и первого приближения исходной 
задачи. Еще раз подчеркнем, что в рассмотренном здесь случае процедура 
осреднения допускает как интегральное осреднение, так и построение нулевой 
асимптотической задачи, что обусловлено линейностью и постоянством коэф-
фициентов входящих в нее уравнений.

В случае, когда R(r) ≠ const задача для нулевого коэффициента разложения, 
как нетрудно убедиться подстановкой (27), (28) в (1) и (7), имеет вид:
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После «расцепления» уравнения (44) задача (43)—(49) запишется как

где .

Точное решение задачи (43)—(49) внутри скважины в пространстве изо-
бражений примет вид

где R1(1)=0.5. 
Выражение (50), представляющее точное решение задачи в нулевом при-

ближении в пространстве изображений, совпадает с аналогичными выраже-
ниями для ламинарного и выровненного профилей скорости [3], [4] и описыва-
ет среднюю по сечению трубы температуру для осредненной задачи (8)—(13), 
т.е. при R(r) ≡ 1.
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Таким образом, справедливо следующее утверждение: асимптотически 
осредненные температурные поля для ламинарного, турбулентного и 
выровненного профилей скорости совпадают, или нулевое приближение 
не зависит от режима течения.

Итак, показано, что нулевой коэффициент асимптотического разложения 
описывает осредненное интегральное значение температуры по сечению сква-
жины. В этом смысле разработанный алгоритм построения задачи для нулево-
го коэффициента разложения представляет некоторую универсальную проце-
дуру асимптотического осреднения исходной задачи.

Важность асимптотического осреднения заключается в том, что оно проще 
реализуется даже в том случае, когда интегральная процедура осреднения не-
приемлема.

Список обозначений:
a1 — коэффициент температуропроводности окружающей среды, м2/с; 
с, с1 — удельная теплоемкость флюида и окружающей среды соответственно, 

Дж/(К·кг); 
D — глубина скважины, м; 
Ре — аналог параметра Пекле; 
rd, zd, и r, z — размерные и безразмерные цилиндрические координаты соот-

ветственно, м; 
r0 — радиус трубы, м; 
Q(r, z, Fo) — безразмерная функция источников; 
qd — плотность источников тепла, Вт/м3; 
T — безразмерная температура флюида; 
T1 — безразмерная температура среды; 
t, Fo — размерное и безразмерное время, с; 
v — средняя скорость жидкости в трубе, м/с; 
Г — геотермический градиент, К/м; 
ε — параметр асимптотического разложения; 
η — адиабатический коэффициент К/Па; 
θ, θ1 –температура флюида и окружающей среды соответственно, К; 
θ01 — естественная невозмущенная температура, К; 
λ, λ1 — коэффициент теплопроводности потока и окружающей среды, Вт/(м·К); 
ρ, ρ1 — плотность флюида и окружающей среды, кг/м3.
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Определение наилучшего варианта расстановки галереи 
скважин в зонально-неоднородном пласте  

с учетом теплофизических свойств флюидов 
на основе аналитического решения* 

АННОТАЦИЯ. Выполнено исследование влияния варианта размещения нагне-
тательного и добывающего рядов скважин, а также вязкостей фаз и размеров 
зон на коэффициент извлечения нефти. 

SUMMARY. The investigation of the influence of placement options injection and 
production series of wells, as well as the viscosities of phases and dimensions of zones 
on the oil recovery factor.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Заводнение, нефтяной пласт, зональная неоднород-
ность. 

KEY WORDS. Flooding, oil layer, zonal heterogeneity. 

В [1] получены точные решения одномерной задачи вытеснения нефти водой 
из зонально-неоднородного нефтенасыщенного пласта. На основе этих решений 
можно определить в какой из двух зон (см. рис. 1 в [1]) с точки зрения нефте-
отдачи выгоднее размещать нагнетательный и добывающий ряды скважин. 

Согласно [2], выражение для зависимости коэффициента извлечения нефти 
(КИН) от времени с использованием обозначений [1] можно представить в сле-
дующем виде:

, 		         (1)

где водонасыщенность s определяется из решений [1], [2]. Для схемы вытесне-
ния Баклея-Леверетта формула (1) в моменты времени до прорыва воды (0≤t≤t0) 
принимает вид [2]:

.	       (2)

* Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента Российской 
Федерации для государственной поддержки ведущих научных школ РФ (НШ-834.2012.1). 
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где t0 — время прорыва воды,  — средняя водонасыщенность в зоне смеси 
(за фронтом вытеснения), swc — критическая водонасыщенность, Fc = f ′(sc), 
E0, — КИН в момент достижения фронтом вытеснения добывающего ряда. 

Здесь и далее учтено, что  и

. 

После прорыва воды (t > t0) выражение (1) для текущего КИН с учетом 
аналитического решения задачи Баклея-Леверетта принимает вид [2]:

 (3)

где  — средняя водонасыщенность в пласте; sL = sL(t) — значение водона-

сыщенности на стоке, т.е. при . При этом конечный КИН E = E(s*
L) = E* 

(s*
L=0.95÷0.98). 

Для схемы Лейбензона–Маскета E=E0=T* можно получить из  (2)  
с Fc=1/(1 — swc — sor): 

, 			           (4)

где sor — критическая нефтенасыщенность. 
Схема Лейбензона–Маскета

Рассмотрим свойства решений для схемы Лейбензона-Маскета. Для нее, 
как уже отмечалось в [1], изменение обводненности на стоке происходит 
скачкообразно от 0 до 1, в связи с чем третий этап вытеснения нефти вырож-
дается. На рис. 1. приведены типичные зависимости КИН от времени 
в зонально-неоднородном пласте для двух вариантов расстановки скважин и 
для двух значений отношения вязкостей воды и нефти. Из представленных 
графиков следует, что когда вязкость воды (вытесняющая фаза) меньше, 
чем вязкость нефти (вытесняемая фаза), то вытеснение на первом этапе про-
исходит с меньшей интенсивностью, чем на втором (рис. 1а). Наоборот, когда 
вязкость воды больше, чем вязкость нефти, то на первом этапе интенсивность 
вытеснения больше, чем на втором (рис. 1б). Эта закономерность сохраняется 
при любом из двух вариантов расположения нагнетательного и добывающего 
рядов скважин. При равенстве вязкостей фаз зависимости КИН от времени 
становятся линейными. 

Из рис. 1 также видно, что в момент достижения предельной обводненности 
для одного из двух вариантов размещения рядов скважин значение КИН равно 1, 
а для другого варианта — меньше 1. Тем не менее, за бесконечное время вы-
теснения КИН при обоих вариантах размещения скважин одинаков и опреде-
ляется по формуле (4).
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Рис. 1а-б. Зависимости КИН от безразмерного времени  
для схемы Лейбензона-Маскета при отношении =0.2 и 

=0.5. Для рис. 1а (слева) отношение вязкостей фаз 

η=µw/µo =0.5. Для рис. 1б (справа) — η =2.0. Сплошными линиями отмечены зависимо-
сти для случая, когда нагнетательный ряд расположен в зоне 1, добывающий — в зоне 2. 
Пунктирными линиями — когда нагнетательный ряд находится в зоне 2, добывающий — 
в зоне 1. Безразмерные времена каждого из двух этапов вытеснения и разности КИН 
принимают следующие значения. Рис. 1а: Δt11/t* =0.238, Δt12/t*=0.163, Δt21/t*=0.288, 
Δt22/t*=0.213, ΔE=0.272; Рис. 1б: Δt11/t* =0.425, Δt12/t*=0.575, Δt21/t*=0.325, Δt22/t*=0.475, 
∆E=-0.169

Поскольку за бесконечное время вытеснения значения КИН не зависят от 
размещения скважин, то можно принять, что наилучший вариант расстановки 
скважин реализуется в том случае, для которого конечный КИН, определяемый 
по значению предельной обводненности, будет достигнут за наименьшее время. 
Поэтому задача выбора наилучшего варианта размещения скважин сводится к 
сравнению времен вытеснения нефти и ее добываемого количества при раз-
личных вариантах расстановки скважин. 

Разность времен полного вытеснения нефти из пласта для случаев, когда 
нагнетательный ряд размещен в зоне 1, а добывающий — в зоне 2 (t1) и когда 
имеет место обратный порядок размещения рядов скважин (t2) можно определить 
на основе выражений [1] для этих времен. Искомая разность равна: 

.		          (5)

Согласно (5), для размещения нагнетательного ряда скважин в зоне 1 (x = 0), 
а добывающего — в зоне 2 (x = L) должны выполняться следующие условия 
для параметров задачи: 

		   и  (или ) 		          (6)
или 

			    и . 			           (7)
В остальных случаях нагнетание воды необходимо производить в зону 2, 

а добычу — в зоне 1. 
Для русловых и пойменных зон, являющихся соответственно высокопро-

ницаемыми и низкопроницаемыми, обычно и пористость, и сечение только 
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усиливают критерий (6)-(7), т.е. если k1 > k2, то, как правило, и . Если 
вязкости фаз или проницаемости зон равны, то эффект разницы времен вы-
теснения становится вырожденным: значения КИН будут одинаковы для обоих 
вариантов расстановки скважин. Отметим, что знак разности времен (5) не за-
висит от длин зон, хотя ее абсолютная величина — зависит. При этом она 
будет максимальной в случае равенства поровых объемов зон ( ). Выра-
жение (5) можно легко обобщить и на случай различия критических насыщен-
ностей фаз в зонах, если вместо пористости φ использовать подвижную пори-
стость  φ(1 − swc — sor). Полученный выше аналитический критерий подтверж-
дают исследования других авторов, выполненные на электроинтеграторе [3] 
и на гидродинамическом симуляторе [4]. 

Выражение для разности КИН при изменении назначения рядов скважин 
для схемы Лейбензона-Маскета может быть получено в явном виде. Если вы-
полнено условие t1 < t2, где, согласно [1] 

то . При этом коэффициенты извлечения нефти E1 и E2 
для случаев размещения нагнетательного ряда в зонах соответственно 1 и 2, 

а также разность ΔE = E1—E2 принимают следующие значения:

Когда же имеет место условие t1 < t2, то ,
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Можно показать, что задача имеет следующие три безразмерных параметра: 

На рис. 2. приведена карта абсолютных значений разности КИН ΔE в пло-
скости (κ, η) при изменении назначения нагнетательного и добывающего рядов 
скважин в зависимости от η и κ при α1=0.5. Видно, что ΔE монотонно увеличи-
вается при удалении от прямых η −1 = 0 и κ −1 = 0. При этом величина ΔE при 
η→0 (например, при вытеснении нефти газом) и κ→0 достигает значения 0.75, 
а при η→∞ (вытеснение газа водой) и κ→∞ — значения 0.5.

Рис. 2. Зависимость абсолютного значения разности КИН при изменении назначения 
скважин добывающего и нагнетательного рядов для схемы Лейбензона–Маскета. По 

вертикальной оси отложено отношение , по горизонтальной — 
отношение вязкостей η = µw/µο. Отношение поровых объемов зон 

=0.5

Схема Баклея-Леверетта 
Согласно [1], для схемы Баклея-Леверетта процесс вытеснения представля-

ется состоящим из трех этапов. Первые два этапа включают в себя прохождение 
фронтом вытеснения соответственно первой и второй зон, а третий этап — до-
стижение предельной обводненности добываемой жидкости после прорыва воды. 
Выражения разности времен вытеснения нефти в момент окончания безводно-
го периода, включающего первый и второй этапы вытеснения нефти, выглядят 
несколько сложнее, чем для схемы Лейбензона-Маскета (5) и имеют вид: 
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 (8)

На третьем этапе разность времен вытеснения равна: 

   (9)

Разность времен вытеснения нефти, за которые достигается конечный КИН, 
равна сумме разностей времен до (8) и после (9) прорыва воды:

		         (10)

Таким образом, при схеме Баклея-Леверетта, как и в случае схемы 
Лейбензона-Маскета, разность времен вытеснения нефти пропорциональна раз-
ности обратных значений произведений κω2φ. Однако условия, при которых 
реализуется наилучший вариант размещения скважин, становятся зависимыми 
не только от отношения вязкостей фаз, но и от длин высокопроницаемой и 
низкопроницаемой зон. Эти условия можно сформулировать следующим об-
разом. Если δ3 = δ3( µw/ µο , α1)<0 и  или δ3>0 и , 
тогда нагнетательный ряд надо ставить в зону 1, а добывающий — в зону 2. 
В остальных случаях нагнетательный ряд надо ставить в зону 2, а добываю-
щий — в зону 1. 

КИН до прорыва воды
Приведем процедуру определения КИН и их разность в безводный период 

при различной расстановке рядов скважин. Когда нагнетательный ряд располо-

жен в зоне 1, а добывающий — в зоне 2 , вы-
ражения для E1, E2 и ΔE принимают вид: 

Здесь  определяется из трансцендентного уравнения  , 
где 

 (11)
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Когда нагнетательная скважина размещена в зоне 2, а добывающая — 
в зоне 1 ( ), безводный КИН определяется из сле-
дующих выражений:

где  определяется из уравнения , где 

		   (12)

КИН после прорыва воды
Выражение для E1, когда нагнетательный ряд размещен в зоне 1, а добы-

вающий — в зоне 2 (t1 < t2), имеет вид (2):

. 

Значения E2 и разность ΔE при  равны: 

.

Здесь  удовлетворяет уравнению , где  определя-
ется согласно (11). 

При  имеем:

где sL определяется из уравнения: 

.
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Когда нагнетательный ряд размещен в зоне 2 (t2 < t1), то

,

где при  значения E1 и разность КИН имеют следующий вид: 

. 

Здесь  определяется из уравнения , где  опреде-
ляется из (12).

При  имеем следующее выражение для разности КИН: 

 
где sL определяется из уравнения:

Как следует из вышеизложенного, решение задачи определения КИН 
в зонально-неоднородном пласте при вытеснении нефти водой по схеме Баклея-
Леверетта сводится к решению трансцендентных уравнений. Эта задача легко 
решается с использованием пакета «Mathcad». 

Заключение
На основе полученных точных решений одномерной задачи о вытеснении 

нефти водой из зонально-неоднородного пласта, эксплуатируемого галереей сква-
жин, показано, что критерий выбора варианта размещения нагнетательного и 
добывающего рядов, при котором достигается наибольший КИН, зависит от раз-
ности обратных значений произведения «проницаемость-пористость-квадрат по-
перечного сечения» для каждой зоны. В случае схемы вытеснения Лейбензона-
Маскета отмеченный критерий зависит также от отношения вязкостей, а в случае 
схемы Баклея-Леверетта еще и от отношения длин зон. Для схемы Лейбензона-
Маскета разность времен полного вытеснения нефти достигает максимального 
значения при равенстве поровых объемов зон. При изменении варианта выбора 
расстановки нагнетательного и добывающего рядов галереи скважин в зонально-
неоднородном пласте различие значений коэффициентов нефтеотдачи может до-
стигать 75%. 
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УДК 532.546, 622.276

Метод расчета наилучшего варианта объединения 
слоев геологической модели на основе минимизации 

погрешности апскейлинга*

АННОТАЦИЯ. В статье предложен эффективный метод определения вариан-
тов объединения слоев геологической модели в слои гидродинамической модели на 
основе минимизации погрешности численных расчетов. 

SUMMARY. In article the effective method of definition of variants of association of 
layers of geological model in layers of hydrodynamic model on the basis of minimization 
of an error of numerical calculations is offered. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Апскейлинг, геологическая модель, гидродинамическая 
модель. 

KEY WORDS. Upscaling, reservoir model, geocellular model. 

Введение. Наиболее часто при upscaling’e производят объединение слоев 
геологической модели. В этом случае сохраняется регулярная структура сетки 
гидродинамической модели. На практике процедура выбора наилучшего вари-
анта объединения слоев делается вручную, когда из множества вариантов вы-
бирается тот, для которого погрешность, рассчитанная с помощью гидродина-
мического симулятора, имеет наименьшее значение. Погрешность характеризу-
ет отклонение расчетов на геологической и гидродинамической сетках, т.е. до 
и после upscaling’а. При этом для расчетов выбирается, как правило, не вся 
геологическая модель месторождения, а специально подобранный «типичный» 
участок. 

С помощью предложенного в [1] способа расчета погрешности можно су-
щественно сократить вычислительные затраты и автоматизировать выбор наи-
лучшего варианта выделения слоев, используя при этом данные всей геологи-
ческой модели. Настоящая работа посвящена разработке метода построения 
гидродинамической сетки с минимальным значением погрешности при 
upscaling’е. 

Описание метода. Пусть геологическая модель (т.е. модель до upscaling’a) 
состоит из N0 последовательно прилегающих друг к другу горизонтальных 
слоев ячеек с номерами l=1,2,..,N0. Слои в декартовой системе координат рас-
положены по вертикальной оси x3, причем каждый слой содержит по оси x3 
одну ячейку. Количество ячеек по каждой из горизонтальных осей x1 и x2 оди-
наково для всех слоев. Множество вариантов объединения N0 слоев геологиче-

* Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента Российской 
Федерации для государственной поддержки ведущих научных школ РФ (НШ-834.2012.1). 



23

Физико-математические науки. Информатика

Метод расчета наилучшего варианта объединения ...

ской модели в N (1≤N≤N0) слоев гидродинамической модели будем характери-
зовать следующими матрицами WN, состоящими из N строк и 3-х столбцов: 

Здесь и далее индексом N вверху отмечены величины, относящиеся к ги-
дродинамической модели, содержащей N слоев. Строка с номером l матрицы 

WN,  означает, что l-ый слой (1≤l≤N) гидродинамической мо-
дели включает в себя с  -го по  -ый слои геологической модели. Эле-
менты матриц WN обладают следующими свойствами:

 (1)

Ясно, что первый элемент второго столбца и последний элемент третьего 
столбца при любом N принимают значения соответственно 1 и N0. Поскольку 
слои не пересекаются, то  (l=2,…,N) и, таким образом, каждая из 
матриц WN определяется натуральными числами  (l=1,…,N), из которых N—1 
являются независимыми. Матрица  соответствует преобразованию геологи-
ческой модели самой в себя, а матрица W1 — преобразованию геологической 
модели в гидродинамическую модель с одним слоем, т.е. в двумерную модель. 
Эти две матрицы известны априори. 

Согласно [1], целевой функционал для модели в целом представляется в виде 
суммы функционалов по отдельным крупным ячейкам. Поэтому функционал 
модели, состоящей из N слоев (JN), равен сумме функционалов по отдельным 
слоям, а функционал для отдельного слоя (Jl

N), в свою очередь, равен сумме 
функционалов для входящих в него крупных ячеек: 

(2)

Здесь  — погрешность для крупной ячейки с номером I, образовавшейся 

в результате объединения с -го по -ый слоев геологической модели в 
l–ый слой гидродинамической модели. Из (2) следует, что функционал N-слойной 
гидродинамической модели определяется матрицей WN (JN = JN (WN)), а функ-
ционал l–го слоя этой модели — l–ой строкой Wl

N матрицы WN (JN = Jl
N (Wl

N)). 
При объединении слоев ячейки укрупняются только по вертикали, в на-

правлении 3 (рис. 1). Количество мелких ячеек в крупной ячейке в направле-
ниях 1 и 2 в этом случае обычно равно n1=n2=1, а в направлении 3 — n3>1.



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.  2012.  ¹  4

24  © Л.Н. Соколюк, С.П. Родионов

Рис. 1. Схематическое представление одного из вариантов объединения ячеек  
геологической модели, состоящей из 5-ти слоев, в ячейки гидродинамической модели 

из 3-х слоев. Количество мелких ячеек в слое из крупных ячеек по направлениям 1÷3: 
n1=n2=1, n3=3

Обобщенная на трехмерный случай формула для  из [1] применительно 
к рассмотренному выше сценарию объединения слоев принимает вид:

 (m=1÷3),

где 

 	         (3)

Здесь для i3-ой мелкой ячейки: Tm,i3, km,i3, ∆sm,i3, ∆xm,i3 — соответственно 
проводимость, проницаемость, площадь поперечного сечения и размер вдоль 
координаты xm (m=1, 2); Vm,i3 — подвижный объем; Vi3 — геометрический объ-
ем; φi3 — пористость; Sw,i3, Sor,i3 — критические насыщенности фаз.

С помощью матриц WN можно оценивать качество up’scaling’a. Для этого 
необходимо подставить в (2) предполагаемые варианты объединения слоев и 
сравнить значения соответствующих функционалов. Однако наибольший инте-
рес представляет определение такой матрицы WN, при которой функционал (2) 
принимает минимальное значение на определенном множестве объединений 
слоев. Рассмотрим следующий метод решения этой задачи. 

Объединение N0 слоев в N слоев можно представить в виде последователь-
ного выполнения i=1,…,N0-N шагов. На i–ом шаге объединяются только какие-
либо два соседних слоя, которые выбираются из N(i-1)=N(i)+1 слоев, имевших-
ся на предыдущем i-1–ом шаге. Поскольку на данном шаге число слоев на один 
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меньше, чем на предыдущем, то на i–ом шаге имеется N(i)=N0-i слоев (i=1,…,N0-N) 
и N0-i-1 возможных вариантов объединений двух соседних слоев. 

Если вариант объединения двух слоев в один выбран, тогда остальные слои 
не объединяются и остаются такими же, как и на предыдущем шаге. Следова-
тельно, соответствие номеров слоев на i-1–ом и i–ом шагах, когда слои l(i-1) и 
l(i-1)+1 объединяются в один l*(i)-ый слой, можно представить в виде 

		  l(i)→l(i-1); l*(i)→l(i-1) ∪ l(i-1)+1; l(i)→l(i-1)+1,
где номера l(i) и l(i-1) могут принимать значения из интервалов соответственно 
l(i)=1,…,N(i) и l(i-1)=1,…, N(i-1). Поэтому когда на i-ом шаге объединяются два 
слоя с номерами l(i-1) и l(i-1)+1 в один слой с номером l*(i), строки матрицы 
WN(i), неизвестной на данном шаге, выражаются через элементы матрицы WN(i-

1), известной на предыдущем шаге, следующим образом: 

Видно, что при переходе от i-1-го к i-му шагу строки матриц и значения 
функционалов для всех слоев за исключением l*(i)–го не изменяются. С учетом 
этого обстоятельства и выражения (2) можно показать, что приращение функ-
ционала для модели в целом из-за образования нового l*(i)-го слоя, получаю-
щегося в результате объединения l(i-1)-го и l(i-1)+1-го слоев, равно: 

. (4)

Если в качестве управляющей переменной, определяющей тот или иной 
вариант объединения слоев на i–ом шаге, принять порядковый номер слоя l=l*(i), 
то вектор L*=(l*(1),…,l*(i),…,l*(N0-N)), составленный из значений l*(i) (i=1,…,N0-N) 
будет определять вариант объединения N0 слоев в N слоев. 

При известном векторе L* матрицы WN и функционалы JN (N=N0-1,…,2) с 
помощью (1) и (2) могут быть легко определены пошагово. Отметим, что неиз-
вестные (или свободные) компоненты вектора L*, могут быть только при N0>2 
и N>1, т.к. матрицы WN0 и W1 = (1  1  N0) известны, а, значит, известны и функ-
ционалы J1(W1) и JN0(WN0)=0. Если N=1, то l*(N0-N)=l*(N0-1)=1. 

Если на каждом шаге i=1,…,N0-N номера объединяемых слоев L* выбирать, 
в частности, таким образом, чтобы элемент вектора приращений функционала 
δJl

N(i) при l=l*(i) принимал наименьшее значение из множества приращений 

δJl
N(i) (l=1,…, N(i)), т.е:

 (i=1,…,N0-N),

то функционал при объединении N0 слоев в N слоев будет принимать мини-
мальное значение. Множество вариантов выбора пар слоев для объединения 
на каждом шаге определяется следующей матрицей: 
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 l=1,…,N(i); N(i)=N0-i,…,N; i=1,…,N0-N.       (5)

Приращение функционала  для каждого из этих вари-
антов (l=1,…,N(i)) определяется выражением (4). 

Рассмотрим следующий алгоритм, позволяющий определить наилучший 
вариант объединения N0 слоев в N слоев. Алгоритм состоит из N0-N шагов 
(N0>2, N>1).

Шаг i=0. На «нулевом» шаге (N=N0), задаются начальный вектор =l и 
начальные значения погрешностей Jl

N0=0 (l=1,…,N0). В соответствии с (5) рас-

считывается вектор  для (N0-1) возможных вариантов объединения пар 
соседних слоев. Затем для каждого из этих вариантов согласно (4) рассчиты-
ваются приращения функционала δJl

N(i). 
Шаг i=i+1. Число слоев уменьшается на единицу (N→N-1). Из множества 

l=1,…,N(i) определяется номер слоя l=l*(i) при котором δJl
N(i) как функция l при-

нимает наименьшее значение. Слои l(i-1) и l(i-1)+1 объединяются и новому слою 
присваивается номер l*(i). Рассчитывается новый вектор . Для вновь об-

разовавшегося слоя рассчитывается компонента вектора . Если N>1, то для 
двух или одного вариантов объединения слоев, граничащих с этим новым сло-
ем, согласно (5) и (4) пересчитываются значения  и δJl

N(i). Осуществляет-
ся переход к следующему шагу. 

Примеры работы алгоритма
В качестве примера на рис. 2 приведено схематическое представление ра-

боты алгоритма для геологической модели, содержащей четыре слоя. На первом 
шаге объединяются слои 2 и 3, на втором шаге — слои 1 и 2 и на третьем 
шаге — 1 и 2. Заливкой отмечены слои, образующиеся в результате объедине-

ния слоев с предыдущего шага. 

Рис. 2. Схематическое представление работа алгоритма для модели из четырех слоев

Для случая рис. 2 начальная матрица W4 и матрицы W соответственно на 
первом, втором и третьем шагах выглядят следующим образом: 
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Вектор L* имеет вид: L*=(l*(1), l*(2)), при этом l*(1)=2, l*(2)=1. Число слоев на 
каждом шаге принимает значения N(0)=4, N(1)=3, N(2)=2, N(3)=1. 

Если число слоев N не является фиксированным, то предлагаемая методика 
может играть вспомогательную роль для определения необходимой детальности 
гидродинамической модели. Поскольку на каждом шаге число слоев уменьша-
ется на 1, то в процессе выполнения шагов имеем последовательность гидроди-
намических моделей от исходной (геологической), с числом слоев N=N0, до дву-
мерной при N=1. Если сравнить минимальные значения функционалов для каж-
дой из этих моделей 

то по виду функции  можно выбрать необходимую детальность ги-
дродинамической модели. Оптимальное число слоев N выбирается исходя из 
компромисса между временными затратами на проведение расчетов и их точ-
ностью. В качестве безразмерного критерия погрешности можно использовать 
долю порового объема всего пласта  или относительную погрешность 

 (0≤ ≤1 при 1≤N≤N0).

Рис. 3а-б. Зависимость минимальной  и максимальной  погрешно-
стей от числа слоев N для геологической модели, состоящей из N0=14 слоев (б), 

имеющей профиль абсолютной проницаемости k(мд)×0.00864 (а). Точки, отмеченные 
на рис. 3б цифрами 1÷3, соответствуют объединению пар слоев на рис. 3а

Применение алгоритма демонстрируется на следующем примере. Рассмотрим 
upscaling геологической модели пласта, содержащего 14 слоев. В ячейках каж-
дого слоя задается постоянное значение проницаемости, но это значение для 
разных слоев — разное (см. рис. 3б). Размеры ячеек и пористость во всем пла-
сте одинаковы. 

На рис. 3б представлена зависимость  от N. Видно, что слои, на-
ходящиеся в области экстремумов изображенной на рис. 3а функции распре-
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деления относительной проницаемости, можно объединить без значительной 
потери точности. Для оценки чувствительности решения и для выявления сло-
ев, наиболее неподходящих для объединения, можно использовать зависимость 

, также изображенной на рисунке 3б. 
Заключение

Разработана методика определения погрешности огрубления геологической 
модели при upscaling’e. На основе этой методики возможно: 

1) оценивать степень пригодности вариантов для объединения слоев гео-
логической модели в слои гидродинамической модели; 

2) решать задачу минимизации погрешности гидродинамической модели 
на множестве вариантов объединения мелких ячеек в крупные при заданном 
числе слоев гидродинамической модели; 

3) получать зависимость минимальной/максимальной погрешности от чис-
ла слоев гидродинамической модели, на основе которой можно выбирать не-
обходимую детальность гидродинамической модели, а также оценивать диа-
пазон варьирования числа слоев для апскейлинга. 
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Тепловое и динамическое воздействие газа  
на границы вибрирующей области*

Аннотация. Разработана математическая модель вибрационного движения 
области, заполненной вязким газом. Проведены расчеты задачи в одномерной 
постановке. Получены максимальные значения температуры и давления газа у 
границ области в зависимости от частоты вибрации.

Summary. The mathematical model of the vibrational motion of the cavity filled 
with viscous gas is defined. The computations in one-dimensional formulation of the 
problem were performed. The maximum values of temperature and pressure of the gas 
on the walls of the cavity depending on the frequency of vibration were found.

Ключевые слова. Частота вибрации, амплитуда вибрации, акустическая 
волна, ударная волна.

Key words. Vibration frequency, vibration amplitude, acoustic wave, shock 
wave. 

Введение
По мере развития техники человек все больше и больше соприкасается 

с вибрационными явлениями, практически все машины в той или иной степени 
подвержены механическим колебаниям. Даже при свободном полете космиче-
ского корабля ощущается вибрация от работающей аппаратуры [1]. Вибрация 
машин может оказаться причиной ненормального функционирования техники 
и привести к серьезным авариям. В материале, образующем механизмы, часто 
встречаются трещины, поры или пустоты, заполненные воздухом. Поэтому очень 
важно изучить влияние газа, заключенного внутри некоторой полости, на окру-
жающий материал. В работе исследуется влияние вибрационного воздействия 
с постоянной частотой на прямоугольную область, заполненную совершенным 
вязким газом. Вследствие сжимаемости среды происходит формирование аку-
стических волн, интенсифицирующих процесс тепломассообмена. Наблюдают-
ся две доминирующие частоты колебания: заданная частота внешнего вибраци-
онного воздействия и собственная частота системы, вызванная движением 
акустических волн [2]. При интенсивном воздействии происходит образование 
ударных волн. Важной задачей является определение интенсивности воздействия 
таких волн на границы области для предотвращения возможного разрушения 

* Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента Россий-
ской Федерации для государственной поддержки ведущих научных школ РФ (НШ-
834.2012.1). 
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изделия. Используя полученные данные (максимальное давление и температу-
ра вблизи границы области), можно высчитать максимально допустимую ча-
стоту вибрации для заданных остальных характеристик. 

Постановка задачи
Рассматривается область длиной L с непроницаемыми границами, запол-

ненная совершенным вязким газом с теплофизическими свойствами воздуха. 
Изначально газ в области находится в состоянии покоя при постоянной темпе-
ратуре T0 и постоянном давлении p0. Система выводится из равновесия вибра-
ционным воздействием с амплитудой А и частотой ω. Изначально область на-
ходится в крайнем правом положении. На границах области задана температу-
ра, равная начальной. Коэффициенты теплопроводности, теплоемкости и 
вязкости считаются постоянными. Предполагается одномерность поставленной 
задачи.

Математическая постановка задачи
Движение газа описывается одномерной нестационарной системой уравнений 

гидродинамики, состоящей из законов сохранения массы, импульса и энергии. 
В качестве уравнения состояния используется уравнение Клапейрона. Система 
уравнений, записанная относительно неинерциальной системы отсчета, связанной 
с вибрирующей областью, в безразмерных переменных имеет вид: 

.

 Начальные условия:

.

Граничные условия:

,

.

Использовались следующие формулы перехода к безразмерным перемен-
ным:

,
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где  — адиабатическая скорость звука в области при температуре T0.
Здесь ρ — плотность, u — скорость, p — давление, T — температура, A — 

амплитуда вибрации, ω — частота вибрации, t — время, x — пространственная 
координата,

 

R — газовая постоянная, µ — коэффициент динамической вязкости, 
k — коэффициент теплопроводности, cv — удельная теплоемкость при посто-
янном объеме. 

Безразмерные параметры, характеризующие систему:

,

где Re — акустическое число Рейнольдса, Pe — число Пекле, γ — показатель 

адиабаты, Ω — безразмерная частота вибрации, — безразмерная амплитуда 
вибрации.

Параметры расчета и численная схема
Задача решалась численно при помощи алгоритма численного расчета сжи-

маемых сред, краткое описание которого приведено в [2], использовался метод 
контрольного объема и второй порядок аппроксимации граничных условий [3]. 

Вибрации осуществлялись с безразмерной амплитудой =2 и с различными 
безразмерными частотами Ω = 0.144, 0.288, 0.432, 0.576, 0.720, 0.864, 1.008, 
1.152. Остальные безразмерные параметры были взяты следующими: Re = 100000, 
Pe = 80000, γ = 1.4. Для анализа использовались данные, выраженные в без-
размерных переменных.

Анализ полученных результатов
Рассмотрим момент начала движения области. Область, изначально нахо-

дившаяся в состоянии покоя, начинает движение влево. Вследствие этого про-
исходит приток массы газа к правой границе и резкое повышение давления 
вблизи нее. Расчеты показали, что давление на правую границу области в мо-
мент первого скопления около нее газа будет максимальным за все время ви-
брации. У левой границы в тот же момент времени, напротив, наблюдается 
резкое разряжение газа и минимальное давление. Зависимость давления в бли-
жайших к границам точках от времени для частоты Ω = 0,144 показана на рис. 1. 
Как было описано в [2] и видно из рис. 1, помимо движения газа за счет ви-
брации области с заданной частотой Ω = 0,144, изменение характеристик газа 
происходит за счет движения акустических волн, перемещающихся по области 
со скоростью звука. Однако все последующие соударения волн со стенками 
будут вызывать все меньшие скачки давления, по сравнению с его скачком 
у правой границы, вызванным воздействием на покоящийся газ. С увеличением 
частоты вибрации максимальное значение давления в приграничных точках 
увеличивается.
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Рис. 1. Изменение давления с течением времени в точке X=0.0005;  

2 — в точке X=0.9995

Из численных экспериментов получено, что максимальная температура 
в ближайших к границам расчетных точках достигается не одновременно с мак-
симальным давлением. Одной из причин этого является влияние заданной по-
стоянной температуры стенки, которая сдерживает скачки температуры у гра-
ницы. Рассмотрим наиболее интенсивные частоты вибрации области, начиная 
с Ω = 0,720. При таких частотах первая акустическая волна при столкновении 
с левой границей уже является ударной, поэтому вызывает интенсивный скачок 
температуры и несколько менее интенсивный скачок давления. Последующие 
столкновения ударных волн будут вызывать меньшее повышение температуры, 
так как интенсивность ударных волн с течением времени ослабевает. На рис. 2 
показаны профили давления и температуры для частоты вибрации области 
Ω  =  0,864 в моменты времени, соответствующие максимальному давлению 
(τ = 0,74), максимальной температуре (τ = 1,38) и промежуточному моменту 
времени, когда происходит образование ударной волны (τ = 0,89). 

Рис. 2 Распределения давления (а) и температуры (б) по области 1- при τ = 0,74,  
2- при τ = 0,89, 3- при τ = 1,38
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При менее интенсивных частотах вибрации области 0,144<Ω<0,720 ударные 
(в некоторых случаях — близкие к ударным) волны достигают наибольшей 
интенсивности позже, чем при первом прохождении акустической волной об-
ласти, поэтому наиболее сильное соударение со стенкой происходит по про-
шествии более длительного времени, чем при рассмотренных ранее частотах.

Полученные результаты представлены в табл. 1, где для каждой из рассмо-
тренных частот указаны период вибрации области T, максимальное значение 
давления  у границ области, максимальное значение температуры Θmax 
у границ области и время их наблюдения  и τ(Θmax).

Таблица 1

Ω T Θmax τ(Θmax)

0.144 43.617 0.756 0.99 0.006 55.57
0.288 21.809 0.884 0.96 0.045 11.52
0.432 14.539 1.111 0.91 0.114 5.50
0.576 10.904 1.456 0.85 0.190 3.49
0.720 8.723 1.940 0.79 0.305 1.41
0.864 7.270 2.593 0.74 0.897 1.38
1.008 6.231 3.445 0.68 1.413 1.30
1.152 5.4521 4.511 0.63 2.337 1.20

Заключение
Получены максимальные значения давления и температуры у границ об-

ласти для частот из исследуемого диапазона. Найдено время наблюдения этих 
значений. Результаты работы дают возможность определить предельную часто-
ту вибрации при заданных остальных параметрах вибрации, учитывая свойства 
конкретного материала, образующего стенку области. 
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Промерзание влажного грунта (2).  
Метод последовательных приближений

АННОТАЦИЯ. Рассмотрено решение задачи о распространении тепла в среде 
с зависящими от температуры теплоемкостью и теплопроводностью. Исполь-
зован метод последовательных приближений. Изучены приближения высокого 
порядка.

SUMMARY. Heat transfer problem has been considered. Heat capacity and heat 
conductivity depend on temperature. Successive approximation technique has been used. 
High-order approximation has been considered.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Теплопроводность, теплоемкость, локальное время, 
функция Грина, метод последовательных приближений.

KEY WORDS. Heat conductivity, heat capacity, local time, Green function, successive 
approximation technique.

Данная статья является прямым продолжением статьи [1], где рассмотрен 
метод последовательных приближений, с помощью которого можно рассчитывать 
задачи, включающие фазовый переход при некотором диапазоне температур. 
В [1] рассмотрено нулевое приближение. В данной работе получены выражения, 
по которым находятся следующие приближения решения задачи. Кроме того, 
рассмотрен класс задач, решения которых с помощью данного метода может 
быть записано в квадратурах. 

Будем считать, что свойства среды зависят только от ее температуры. Фа-
зовый переход учтем через зависимость свойств среды от температуры [2]. 
Тогда уравнение теплопроводности имеет вид:

,

где T — температура, t — время, С(T) — эффективная теплоемкость, учиты-
вающая теплоту фазового перехода [2], γ(Т) — теплопроводность. Это уравне-
ние преобразуем к виду

заменой 
				    U(T) = ∫γ(T)dT.			           (1)
Теперь можно провести замену, предложенную в [1]:
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 (2)

где

.

Производные в декартовой системе координат преобразуются так:

,

,

где

.

После преобразований уравнение теплопроводности примет вид:

.

Нелинейные члены содержатся в правой части. При малых значениях па-
раметров Ai уравнение можно решать методом последовательных приближений. 
Этот параметр содержит выражение:

.

Таким образом, нужно, чтобы температуропроводность медленно менялась 
при изменении температуры, а градиент температуры был мал. Последнее 
условие также является условием применимости закона Фурье для теплопро-
водности.

При использовании метода последовательных приближений, будем считать, 
что величины Ai имеют порядок ε, и решение имеет вид [3]:

		  U = U0 + U1 + U2 + ··· = O(ε0) + O(ε) + O(ε2) + ···
Уравнения для отыскания приближений имеют вид:

;				            (3)
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; 	         (4)

 

					         (5)

Причем величины Ai нужно брать с учетом предыдущих приближений: 
			   Ai = Ai(U0 + U1 + ··· + Uk-1).
Данный метод достаточно удобен для решения одномерных краевых задач 

с граничным условием первого рода. Такая задача имеет вид:

После указанных преобразований (1) и (2) эта задача сведется к системам, 
решающимся в квадратурах. Для нулевого приближения получим уравнение 
(3) и новые краевые условия:

Решение этой системы имеет вид [4]:

.

Для следующих приближений:

где функциями Fi обозначены правые части уравнений (4), (5). Решение этой 
системы имеет вид:

				    .		          (6)



37

Физико-математические науки. Информатика

Промерзание влажного грунта (2) ...

Делаем обратные замены переменных:

 (7)

В конечном итоге получаем параметрическое решение задачи в квадратурах:

 (8)

Таким образом, мы получаем решение любой нелинейной одномерной 
краевой задачи с граничными условиями первого рода в квадратурах.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Аринштейн Э.А. Промерзание влажного грунта // Вестник ТюмГУ. 2010. №6. 
С. 11-14.

2. Самарский А.А., Вабищевич П.Н. Вычислительная теплопередача. М.: УРСС, 2003. 
784 с.

3. Корн Г., Корн Т. Справочник по математике для инженеров и научных сотрудни-
ков. М.: Наука, 1974. 833 с.

4. Трикоми Ф. Лекции по уравнениям в частных производных. М.: ИЛ, 1957. 444 с.



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.  2012.  ¹  4

38  © Б.Г. Аксенов, С.В. Карякина

© Б.Г. Аксенов, С.В. Карякина
aksenov@tgasu.ru, karyakinaswetlan@mail.ru

УДК 536.12

Моделирование нестационарного теплообмена  
в конструкциях из многослойных каркасных панелей

АННОТАЦИЯ. В работе представлена математическая модель нестационар-
ного теплообмена в конструкциях из многослойных каркасных панелей. Модель 
позволяет рассчитать теплопотери. Учитывается инфильтрация воздуха через 
стыки между панелями.

SUMMARY. Mathematical model of nonstationary heat exchange in multilayer 
skeleton panels constructions is presented. Heat losses through the constructions may be 
calculated. Inleakage of air through joints between the panels is taken into account.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Многослойные каркасные панели, нестационарный тепло-
обмен, инфильтрация воздуха, теплопотери.

KEYWORDS. Multilayer skeleton panels, nonstationary heat exchange, inleakage 
of air, heat losses.

При обустройстве месторождений углеводородов применяются сборные про-
мышленные сооружения. В них используются многослойные ограждающие кон-
струкции, состоящие из эффективных утеплителей и листовых материалов. Тепло-
обмен в таких конструкциях характеризуется наличием локальных «мостов хо-
лода», в зоне которых тепловые потоки существенно отличаются от среднего 
теплового потока через ограждение в целом. Поэтому соответствующее тепловое 
поле следует рассматривать как трехмерное, что усложняет его моделирование.

В работе [1] предлагается модель теплообмена в панелях с алюминиевым 
каркасом при следующих допущениях: стационарность процесса, постоянство 
теплофизических характеристик материалов, независимость процесса теплооб-
мена от явлений массопереноса. Модель представляет собой систему уравнений, 
описывающих теплообмен на внутренней, наружной поверхностях обшивки и 
через стыковые соединения. Теплообмен внутри теплоизолятора учитывается в 
функциях источника уравнений для поверхностей обшивки. Это позволяет пе-
рейти от трехмерного уравнения к двум двумерным. 

Рассматриваемые сооружения эксплуатируются в сложных климатических 
условиях, характеризующихся большими суточными колебаниями температуры, 
сильными ветрами. Поэтому для точных теплофизических расчетов конструкций 
стационарная модель является недостаточной. За время, необходимое для уста-
новления стационарного режима, может измениться как температура наружно-
го воздуха, так и тепловой баланс внутри помещения. 

Работа [2] посвящена разработке нестационарной модели. В работе [3] мо-
дель доработана с учетом инфильтрации воздуха.
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В данной работе приводится методика расчета теплопотерь.
Полученная математическая модель нестационарной теплопроводности 

через каркасные алюминиевые панели представляет следующую систему урав-
нений.

Температурное поле внутренней обшивки описывается уравнением:

 (1)

Уравнение для определения температуры внешней обшивки:

 (2)

Для слоя изоляции:

 (3)
Инфильтрация воздуха учитывается в граничных условиях:

.	         (4)

Начальные условия:

(5)
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В постановке задачи начало координат в центре внутренней обшивки, оси 
X, Y в плоскости панели, ось Z перпендикулярна ей; τ — время; 2a — длина 
панели; 2b — высота панели; d — толщина панели, δ — толщина обшивки; 
t1, t2, tиз — температура на внутренней, внешней обшивке и в изоляции; tв, tн — 
средняя температура воздуха внутри и вне помещения; l1 — параметр размер-
ности длины, характеризующий теплопроводные включения, λа, λиз — теплопро-
водность материала обшивки и изоляции соответственно; α1, α2 — коэффициен-
ты тепловлагообмена на внутренней и внешней обшивке; сиз — теплоемкость 
единицы объема материала изоляции; М — удельный, отнесенный к единице 
длины вдоль оси Y секундный расход инфильтрующегося воздуха; tхв — тем-
пература холодного воздуха, поступающего в помещение через стык; Ср — 
удельная теплоемкость воздуха.

Левая часть граничных условий характеризует тепловой поток за счет 
теплопроводности обшивки, правая учитывает разность температур наружной 
и внутренней части стыка и инфильтрацию воздуха. Граничные условия при 
x = ±a, y = ±b ставятся аналогично.

Сложность расчета при таких граничных условиях связана с уточнением 
расхода М инфильтрующегося воздуха и температуры txв. Для их определения 
целесообразно использование методики, предложенной в работе [1].

Полученная краевая задача нестационарной теплопроводности решается 
численно методом сеток с использованием неявного метода переменных на-
правлений по формулам прогонки [4].

Построенные поля температур t1(τ,x,y), t2(τ,x,y) позволяют рассчитать по-
тери тепловой энергии в произвольный момент времени τ. Теплопотери через 
стыковые соединения вычисляются с учетом (4) по формуле: 

    (6)

аналогично в сечениях x = -a, y = b, y = -b.
Теплопотери через стенку панели без учета стыков:

(tхв 		          (7)

В результате определения теплового потока Q(τ) через легкие ограждения 
получаем приведенное термическое сопротивление Rпр, которое учитывает 
влияние теплопроводных включений и инфильтрации воздуха

			    			           (8)

где Qs(τ) = Q(τ)|x=a + Q(τ)|x=-a + Q(τ)|x=b + Q(τ)|x=-b.

Расчет, выполненный при исходных данных:
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скорость ветра 5,6 м/с; 
плотность наружного воздуха 1,56 кг/м3; 
плотность внутреннего воздуха 1,2 кг/м3; 
диаметр щелевых каналов в вертикальных стыках 0,696·10-3м; 
диаметр щелевых каналов в вертикальных стыках 0,492·10-3м 
показал, что температура панели при инфильтрации практически перестает 

изменяться через 17 ч, при τ>17 ч стабилизируется тепловой поток через па-
нель. 

В результате расчетов установлено, что около 76% теплопотерь приходится 
на стыковые соединения, причем 45% тепловой энергии теряется за счет тепло-
проводных включений.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ремизов В.В., Шаповал А.Ф., Моисеев Б.В., Аксенов Б.Г. Особенности строитель-
ства объектов в нефтедобывающих районах Западной Сибири. М.: Недра, 1996. 382 с.

2. Аксенов Б.Г., Карякина С.В. Динамика потерь тепловой энергии через легкие 
ограждающие конструкции // Изв. РАН Энергетика. 2000. №4. С. 153-159.

3. Аксенов Б.Г., Семячкин Б.Е., Карякина С.В. Теплофизическое обоснование вы-
бора вариантов конструкций легких ограждений // Изв. вузов. Нефть и газ. 2001. №3. 
С. 185-189.

4. Аксенов Б.Г., Карякина С.В. Численное решение задачи нестационарного тепло-
обмена в многослойных ограждающих панелях // Математическое и информационное 
моделирование: сб. науч. трудов. Вып. 4. Тюмень: ТюмГУ, 2002. С. 102-110.



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.  2012.  ¹  4

42  © А.А. Вакулин, Б.Г. Аксенов, А.В. Татосов, А.А. Вакулин

© А.А. Вакулин, Б.Г. Аксенов, А.В. Татосов, А.А. Вакулин
avakulin@utmn.ru

УДК 532.575.2

Измерение расхода многофазного потока  
дисперсной структуры

Аннотация. В работе предложена методика измерения расхода многофаз-
ного потока с помощью последовательно установленных сужающих устройств: 
штуцера, диафрагмы и сопла Вентури. 

Аннотация. This paper proposed a method for measuring the flowrate of 
multiphase flow by means of  constriction devices installed in series: choke, orifice 
and nozzle venturi.

Ключевые слова. Измерение, расходомеры, многофазные потоки, ИВК. 
Ключевые слова. The measurement, flowmeters, multiphase flow, the MCS.

Проблема создания и совершенствования методов и средств измерения рас-
хода и количества многофазных сред остается до сих пор весьма актуальной. 
Этой проблеме посвящены публикации [1-4]. В нефтегазовой промышленности 
очень часто имеет место поток флюида через различные ограничители, в част-
ности, погружные или поверхностные штуцеры (рисунок 1) [5]. 

Рис. 1. Схематичное изображение штуцера

Штуцеры предназначены для контроля дебитов или давления. Обычно они 
имеют закругленное входное отверстие и достигают в длину нескольких санти-
метров. Устанавливаются штуцеры вблизи устья для контроля дебита и/или 
давления и имеются почти во всех добывающих скважинах. 

Известно, что если отношение давлений после и до штуцера y=P2/P1 мень-
ше определенной величины, то сжимаемый поток в отверстии штуцера дости-
гает скорости, равной скорости звука. При дальнейшем уменьшении y массовый 
расход остается практически постоянным. Это явление характерно как для 
однофазного потока газа, так при определенных ограничениях и для много-
фазного потока при известной скорости звука (рисунок 2). 
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Рис. 2. Зависимость дебита потока, протекающего через штуцер,  
от значения у= Р2/Р1 [5]

В принципе, зная геометрические параметры штуцера, можно определить 
характеристики многофазного потока, протекающего через эту преграду, в част-
ности установить условия перехода из докритического течения в критическое. 
Полученные результаты зависят от значения отношения давлений и от значения 
скорости звука в многофазном потоке. Существует несколько методов, пред-
ложенных разными авторами, предназначенных для прогнозирования границ 
критического течения для многофазного потока, такие как методы Эшфорда 
и Пиерса, Сакдевы и др., Перкинса, Фортунати [5]. Можно решать и обратную 
задачу, например, рассчитывать диаметр отверстия штуцера, при котором дебит 
скважины будет поддерживаться постоянным. Соответствующие зависимости 
приведены в [5]. 

Несмотря на то, что расход (дебит), протекающий за штуцером, можно рас-
считать теоретически [6], мы предлагаем использовать штуцер в качестве одно-
го из компонентов многофазного расходомера, предназначенного для измерения 
расхода дисперсного или дисперсно-кольцевого многофазного потока, характер-
ного, в частности, для газоконденсатных месторождений. 

Метод измерений основан на последовательном измерении перепада давле-
ния на сужающих устройствах, установленных на прямом измерительном 
участке после штуцера (это может быть стандартная диафрагма и сопло (или 
трубка) Вентури, а также температуры и давления потока. Следует отметить, 
что использование штуцера позволяет избавиться от типичного недостатка из-
мерений расхода методом переменного перепада — небольшого динамического 
диапазона измерений. Действительно, критическое течение после штуцера име-
ет практически постоянный расход, а небольшие возможные изменения рас-
хода укладываются в небольшой динамический диапазон измерений с помощью 
стандартной диафрагмы (1:3 или 1:9 в зависимости от динамического диапазона 
датчика перепада давления). Принципиальная схема предлагаемого расходо-
мера в минимальной комплектации приведена на рисунке 3. 

Измерение расхода многофазного потока дисперсной 
структуры
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Рис. 3. Принципиальная схема многофазного расходомера.  
1 — штуцер, 2 — стандартная диафрагма, 3 — трубка (сопло) Вентури, P — датчик 

давления, ΔP — датчик перепада давления, Т — датчик температуры, ИВК — 
измерительно-вычислительный комплекс

Из рис. 3 видно, что расходомер представляет собой следующий комплект 
приспособлений и средств измерений: 

штуцер — для установления практически постоянного расхода в реальном ••
диапазоне параметров;

стандартную диафрагму, с датчиками давления, перепада давления и ••
температуры — для измерения расхода газа (легкой фракции);

трубку или сопло Вентури с датчиками давления, перепада давления — ••
для измерения общего расхода смеси (в том числе капельной жидкости — тя-
желой фракции); 

ИВК — измерительно-вычислительный комплекс на базе компонентов ••
фирмы «National Instruments» и среды графического программирования 
LabVIEW 8.2. — для сбора показаний первичных датчиков и обработки полу-
ченных данных [7]. 

Основные формулы для малых дозвуковых скоростей, лежащие в основе 
работы расходомера, имеют вид [1]:

; 			           (1)

, 			           (2)

где qm и q0 — массовый и объемный расходы соответственно, const — практи-
чески постоянная величина в некотором диапазоне чисел Рейнольдса, зависящая, 
в основном, от геометрических размеров и типа сужающего устройства 
ΔP=(Р2 — Р1) — перепад давления при прохождении потока через стандартную 
диафрагму (или сопло Вентури); ρ — плотность (смеси), либо известная, либо 
рассчитанная по уравнению состояния, либо неизвестная.

Если приведенная плотность газообразной фазы много меньше жидкой, 
а масса жидкой фазы η в многофазной смеси не превышает 30%, то можно 
измерить расход без привлечения расчетных данных для плотности смеси 
по уравнению состояния. Действительно, скорости легкой и тяжелой фаз при те-
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чении смеси через стандартную диафрагму несущественно отличаются друг 
от друга (у диафрагмы участок сужения очень короткий и, вследствие этого, 
частицы тяжелой фазы на этом участке почти не ускоряются). В этом случае, 
в ограниченной области значений η ≤ 0,3 плотность смеси связана с плотностью 
легкой фазы соотношением [8]:

,

и зависимость массового расхода (1) преобразуется к виду:

.

Как следует из этой формулы, перепад давлений на диафрагме ∆Pд (при 
сделанных допущениях и в ограниченной области значений η) характеризует 
лишь массовый расход легкой фазы: 

				    qтл = qm(1 — η).

Этот вывод, подтвержденный экспериментально, объясняется тем, что при 
принятом равенстве скоростей легкой и тяжелой фаз энергия на ускорение 
тяжелой фазы не затрачивается.

Таким образом, при использовании стандартной диафрагмы расход легкой 
фазы (сухой части газа) может быть определен по уравнению:

.

При известной массовой концентрации тяжелой фазы η, полный расход 
смеси вычисляют по формуле: 

,

а расход тяжелой фазы по формуле:

.

Если величина η неизвестна или меняется в процессе измерений, то необ-
ходимо дополнительно измерять перепад давления на трубке или сопле Венту-
ри ∆Рв. Отношение ∆Рв/∆Рд характеризует часть энергии потока, затрачиваемую 
на ускорение тяжелой фазы и соответственно пропорционально η.

Из опытов известно, что справедливо соотношение [8]:

.

Обозначим 

,

Измерение расхода многофазного потока дисперсной 
структуры
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тогда 
				       .

Величина В зависит от свойств тяжелой фазы и геометрии применяемых 
сужающих устройств. Коэффициент В находится в процессе калибровки рас-
ходомера [7].

Сигналы с датчиков перепада давления, давления и температуры поступают 
в ИВК, где они обрабатываются по соответствующей программе.

Информация о расходе газа и капельной жидкости, объеме газа и капельной 
жидкости при стандартных условиях, наличии нештатных ситуаций при работе 
расходомера за любой промежуток времени выдается на дисплей компьютера, 
записывается в текстовый файл и регистрируется на бумажном носителе. 

Выводы:
1. Предложен способ и устройство для измерения расходов фаз газоконден-

сатной смеси, состоящее из последовательно расположенных стандартных су-
жающих устройств трех разных видов.

2. При использовании уравнения состояния компонентов многофазной сме-
си измерительная система может включать в себя штуцер и одно из сужающих 
устройств.
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УДК 621.384

Исследование нестационарных температурных полей 
при воздействии остросфокусированного пучка 

тяжелых ионов на плоские двухслойные мишени
АННОТАЦИЯ. С помощью численного моделирования исследовано распределе-

ние нестационарных температурных полей на поверхности и в теле мишени при 
импульсном воздействии остросфокусированного ионного пучка тяжелых ионов. 
Повышение температуры в зоне облучения на подложке является незначительным 
и не опасным с точки зрения перестройки структуры, сублимации и плавления. 
Сравнение распределения температурного поля в мишени с нанесенной пленкой 
и без нее показывает, что максимальная температура однослойной подложки не 
намного выше по сравнению с двухслойной.

SUMMARY. The distribution of nonstationary temperature fields on the surface and 
in the body of the target under impact of highly-focused heavy ions beam is investigated 
with the usage of numerical modeling. Temperature increase in the radiation area at 
substrate layer is insignificant and safe towards restructuring, sublimation and melting. 
The comparison of temperature field distribution in target with film coating and without 
one shows that maximum temperature of the single-layer substrate is only slightly higher 
in comparison with the two-layered one.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. уравнение теплопроводности, нестационарные темпе-
ратурные поля, пучок тяжелых ионов, двухслойные мишени. 

Key words. heat equation, unsteady temperature fields, heavy ions beam, two-
layered target. 

В настоящее время важнейшим направлением научно-технического про-
гресса является миниатюризация элементной базы вычислительной техники и 
создание принципиально новых материалов на основе нанообъектов. Одной 
из проблем, стоящей перед наноэлектроникой и наноробототехникой, является 
поиск высокопроизводительной технологии для создания структур в нанометро-
вом масштабе. Анализ существующих технологий показывает, что наиболее 
перспективными являются способы ионно-пучковых технологий, которые благо-
даря легкости управления пучком заряженных частиц, простоте модуляции 
энергии пучка в широком диапазоне, воспроизводимости и контролируемости 
условий режимов параметров обработки, а также высокой производительности 
соответствуют всем требованиям, предъявляемым к эффективным способам 
создания наноструктур. Значительный интерес при формировании наноструктур 
наноразмерными пучками тяжелых ионов представляют режимы обработки в 
области нелинейного распыления, характеризующейся высокими коэффициен-
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тами распыления, высокой линейной скоростью движения пучка по поверхности, 
а, следовательно, и малым временем экспозиции. 

Зависимость структуры тонких пленок от температуры при формировании 
наноразмерных объектов на подложке пучком тяжелых ионов создает необхо-
димость изучения динамики температурных полей в зоне действия ионного 
пучка и исследования физики происходящих процессов, что обеспечит оптими-
зацию режимов работы ионно-лучевых установок и контроля в реально мас-
штабе времени рабочих параметров.

В основе физических явлений, вызываемых в твердом теле воздействием 
ионного пучка, лежат процессы рассеяния энергии, выделенной пучком в при-
поверхностном слое вещества. Толщина этого слоя мала и приблизительно 
равна пробегу заряженных частиц в твердом теле. При воздействии на под-
ложку ионов средних энергий (50-80 кэВ) основным каналом диссипации 
энергии является теплопроводность.

Рассмотрим мишень в виде круглой пластины радиусом R, толщиной h 
с нанесенной на одну из поверхностей пленкой толщиной d, плотностью мате-
риала пленки ρf и подложки ρ, удельной теплоемкостью cf и c, коэффициентом 
теплопроводности материала λf и λ, начальной температурой T0. Пусть обе 
стороны пластины и боковая поверхность охлаждаются средой с температурой 
Tc, теплообмен характеризуется коэффициентами теплообмена αf и α. Если 
пренебречь потоком лучистой энергии, то в случае отсутствия охлаждения в 
вакууме Tc принимается равным начальной температуре, соответственно коэф-
фициенты αf и α будут равны нулю. Здесь индекс f при коэффициентах отно-
сится к материалу пленочного покрытия. В первом приближении примем, что 
теплофизические параметры не зависят от температуры и от координат.

В некоторый момент времени t = 0 на поверхность, покрытую пленкой, на-
чинает действовать тепловой поток от подвижного точечного источника энер-
гии — ионного пучка, который осуществляет перемещение с заданной скоростью 
по некоторой траектории. 

Возьмем за точку отсчета центр той поверхности подложки, на которую 
нанесена пленка. Тогда в цилиндрической системе координат трехмерное не-
стационарное температурное поле T(r,ϕ,z,t) в подложке описывает следующее 
дифференциальное уравнение теплопроводности с начальным и граничными 
условиями:

(1)

r∈(0, R), ϕ∈(0, 2π), z∈(0, h), t > 0;

			   T|t=0=T0, r∈(0, R), ϕ∈(0, 2π), z∈(0, h);		       (2) 

  (3)

r∈(0, R), ϕ∈(0, 2π), t > 0; 
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(4)

(5) 

(6)

(7) 

  (8) 

Условие (3) является уравнением теплопроводности для пленки, выведенное 
из рассмотрения баланса тепла в элементе ее площади [1] с учетом гранично-
го условия III рода на поверхности и идеальных условий сопряжения между 
пленкой. При выводе предполагалось, что пленка настолько тонка, что по всей 
ее толщине температура в любой точке одинакова, и в качестве первого при-
ближения можно пренебречь ее теплоемкостью. 

Функция источника ψ(r,ϕ,t) в условии (3) учитывает поглощение энергии 
ионного пучка материалом пленки и определяется как 

			   Ψ(r = r1(t), ϕ=ϕ1(t),t) = qp,

где r = r1(t), ϕ=ϕ1(t) — закон перемещения источника по поверхности пленки; 
qp = IE/πrp

2; I — ток пучка, E — энергия пучка, rp — радиус пучка. 
Отметим, что в уравнении (1) отсутствует слагаемое W(r,ϕ,t), так как про-

ективный пробег тяжелых ионов с энергией до 50 кэВ сопоставим с толщиной 
пленки (10-1000 нм), поэтому можно считать, что вся энергия ионного пучка 
выделяется в толще пленки. 

Для численного решения уравнения (1) воспользуемся разностным интегро-
интерполяционным методом [2]. Введем на временном интервале сетку с шагом τ. 
В пространственной области [0, R]×[0, 2π]×[0, h] введем равномерную сетку 
ω={ihr, jhϕ, khz} с шагами hr = R/Nr, hϕ = 2π/Nϕ и hz = h/Nz, где Nr + 1, Nϕ, 
Nz + 1 — число точек разбиения по осям r, ϕ и z соответственно (рис. 1). Также 
зададим равномерную сетку ωf={ihr, jhϕ} с шагами hr, hϕ в области 
[0, R]×[0, 2π]×[-d, 0] (рис. 1). По угловой координате сетки ω, ωf имеют следую-
щий вид: 

			   ϕ=0, ϕ1=hϕ,...,ϕi=i
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Рис. 1. Пространственные сетки ω и ωf

Центры граней рассматриваемой сетки ω={ihr, jhϕ, khz} разбивают пластину 
на множество элементарных объемов. Проинтегрировав обе части дифферен-
циального уравнения теплопроводности (1) по этим элементарным объемам, 
учитывая граничные условия (3)–(8), мы получим систему разностных соот-
ношений, которую можно записать в матричном виде. 

. 				            (9)

Система (9) состоит из N уравнений с N неизвестными. Число N определя-
ется формулой 

			   N = Nr · Nϕ · (Nz + 1) + Nz + 1. 
Матрица А системы (9) является сильно разреженной, что позволяет ис-

пользовать специально разработанные для таких типов систем методы решения. 
Наиболее эффективными и устойчивыми из них являются проекционные ме-
тоды, особенно методы, связанные с проектированием на подпространства 
Крылова. В нашем случае был использован метод бисопряженных градиентов 
[3], основанный на биортогонализации Ланцоша и экономно использующий 
оперативную память ПК. Недостатком данного метода является плохая схо-
димость к решению при увеличении числа неизвестных. Сходимость можно 
улучшить, введя алгоритм предобуславливания матрицы А. Особенность ма-
трицы А позволило применить экономный упакованный формат хранения по 
CSR-схеме (Compressed Sparse Row). Также для экономии памяти была про-
ведена симметризация портрета, хранящего данные о номерах столбцов и строк 
матрицы. 

Численные результаты показали достаточно хорошую сходимость исполь-
зуемой схемы. Для верификации результатов было проведено сравнение реше-
ния, полученного с помощью данного метода для неподвижного источника 
в центре подложки в стационарном режиме, и решения, используемого в ин-
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женерных расчетах для оценки температурных полей в мишени при воздействии 
ионного пучка [4]

 
.					           (10)

Шаг по радиусу пластины hr равнялся 1 мкм, что в данной программе 
равносильно воздействию ионного пучка радиусом rp=1 мкм. Результаты чис-
ленного моделирования распределения температуры вдоль радиуса кремниевой 
пластины с нанесенной на ее поверхность алмазной пленкой толщиной 100 нм 
представлены на рис. 2 (кривая а). Распределение температурного поля 
при d = 0 нм, то есть при отсутствии пленки на поверхности подложки показа-
но на рис. 2 (кривая б). Выбор значений R и h определялся глубиной проник-
новения температурного поля Δ для данного значения времени воздействия. 
Глубина проникновения температурного поля оценивалась исходя из одномер-

ного уравнения теплопроводности . Значения теплофизических пара-
метров были взяты из [5].

Рис. 2. Распределение избыточной температуры Т по радиусу  
на поверхности пластины (z=0) при Nz=50, Nr=100, Nf=18, Nt=100:

 а) расчет температуры для кремниевой пластины с нанесенной на нее алмазной 
пленкой;  б) расчет температуры для кремниевой пластины

Расчет температуры по формуле (10) для кремниевой пластины при данных 
значениях теплового потока и радиуса пучка дает результат равный 150 мК, 
который сравним со значением, получаемым численно на оси пучка. Значения 
температуры, получаемые при учете пленочного покрытия, показывают, что плен-
ка сильно влияет на тепловые поля в образце. Это может быть связано с высо-
кой теплопроводностью алмазной пленки, выбранной нами в качестве иссле-
дуемой, и растеканием теплового потока по ее поверхности.

Исследование нестационарных температур-
ных полей при воздействии остросфокусирован-
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Были также получены предварительные результаты распределения темпе-
ратурного поля по поверхности и вглубь пластины при спиральном движении 
пучка, которые показывают, что в отсутствии охлаждения при длительном ион-
ном воздействии температура будет приблизительно одинакова по всей толще 
подложки. В данном случае, следуя определению теплового потока, можно 
оценить среднюю избыточную температуру в мишени как

 (11)

Согласно формуле (11) при диаметре кремниевой пластины 30 мм и толщи-
не 3 мм, и параметрах пучка, используемых в предыдущих вычислениях, 
среднее повышение температуры при 10 часах непрерывной работы составляет 
не более 0,1 К. 

Таким образом, проводимые расчеты показали, что динамика температурных 
полей на поверхности и в теле мишени определяется множеством параметров, 
наиболее значимыми из которых являются энергия и ток ионного пучка, от-
ношение массы падающего иона к массе распыляемого атома и теплопроводность 
материала мишени. Повышение температуры в зоне облучения на подложке 
при импульсном воздействии остросфокусированного ионного пучка по резуль-
татам проведенных исследований является незначительным и не опасным с 
точки зрения перестройки структуры, сублимации и плавления. Сравнение рас-
пределения температурного поля в мишени с нанесенной пленкой и без нее 
показывает, что максимальная температура однослойной подложки не намного 
выше по сравнению с двухслойной. Предварительные результаты исследования 
температурных полей при движении пучка по поверхности мишени показывают, 
что влияние остаточной температуры при последующем проходе пучка в со-
седней области поверхности может быть существенно при интенсивных режимах 
обработки в условиях недостаточно эффективного охлаждения пластины.
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Экспериментальное исследование  
промерзания-оттаивания грунтов  

в неравновесных условиях
АННОТАЦИЯ. В статье приведено описание экспериментальной установки и 

результаты экспериментальных исследований содержания незамерзшей воды в 
грунте при равновесном и неравновесном состоянии в системе грунт–вода–лед. 
Приведена аппроксимация полученных результатов.

SUMMARY. The paper describes the experimental system and results of the experimental 
studies of unfrozen water content in the soil at equilibrium and disequilibrium states in 
the system soil-water-ice. The approximation of the results is shown.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Экспериментальная установка, незамерзшая вода, мерз-
лый грунт, неравновесные процессы.

KEY WORDS. The experimental system, unfrozen water, frozen ground, non-
equilibrium processes.

Освоение районов Крайнего Севера — строительство промышленных и 
гражданских объектов, дорог, нефте- и газопроводов, бурение скважин невоз-
можно без изучения многолетнемерзлых и промерзающих грунтов, являющих-
ся сложными многокомпонентными системами, одним из компонентов которых 
является вода. Фазовый состав поровой воды, процессы ее замерзания и оттаи-
вания во многом определяют структуру, свойства, механическое и тепловое 
состояние массивов мерзлых дисперсных систем [1].

Известно, что не вся поровая вода при охлаждении грунта ниже 0°C пере-
ходит в лед, определенное ее количество остается в незамерзшем состоянии при 
каждой отрицательной температуре (вплоть до -70 °C) [2].

Температура замерзания различных грунтов нарушенной структуры в ла-
бораторных условиях подробно исследовалась П.И. Андриановым [2], который 
показал, что при охлаждении образца грунта вначале наблюдается переохлаж-
дение, затем резкое повышение температуры в отрицательной области — скачок 
вследствие выделения скрытой теплоты льдообразования; наконец, после до-
стижения определенной температуры — температуры замерзания происходит 
замораживание всего образца. Высшая и наиболее устойчивая температура, 
наблюдаемая при температурном скачке, соответствует температуре замерзания 
грунта. Различные грунты имеют разную температуру замерзания, (0 — -2,5°С 
и несколько ниже), под которой понимают устойчивую температуру замерзания 
поровой воды после температурного скачка. Этот процесс сопровождается уве-
личением объема грунта, льдовыделением, смерзаемостью его частиц и прочим. 
Решающий этап количественных измерений незамерзшей воды в мерзлых грун-
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тах связан с внедрением в практику исследования калориметрического мето-
да [3], [4]. С его помощью многими исследователями экспериментально был 
установлен факт монотонного снижения количества незамерзшей воды с по-
нижением температуры образцов и укрупнением фракционного состава. Харак-
терный пример такого изменения приведен на рис. 1. 

Рис. 1. Кривые содержания незамерзшей воды  
в зависимости от величины отрицательной температуры [2]:

1-кварцевый песок; 2-супесь; 3-суглинок;  
4-глина; 5-глина содержащая монтмориллонит

Для исследования процессов замерзания–оттаивания в разных типах грунтов 
на кафедре механики многофазных систем ТюмГУ создана экспериментальная 
установка, предназначенная для определения количества незамерзшей воды 
калориметрическим методом.

Рис. 2. Экспериментальная установка

Установка включает в себя следующие элементы (рис. 2): термостат — 1; 
калориметр — 2; платиновые термометры сопротивления — 6, 7, 5; аналогово-
цифровой преобразователь — 3; компьютер — 4; бюксы для грунта; три стака-
на различного диаметра; весы электронные.
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Термостат (рис. 2) служит для замораживания образца грунта до заданной 
отрицательной температуры в диапазоне от 0 — -20°C (непродолжительно 
от -20°C до -30°C). Внутреннее пространство термостата разделено на два от-
сека — технический и рабочий. В техническом отсеке размещены компрессор, 
конденсатор с клапаном Шредера, осушительный патрон, помпа, микроконтрол-
лер, выключатели и тумблеры. Пространство рабочего отсека занимает испари-
тель, окруженный слоем изоляционного материала. Термостат имеет возмож-
ности визуального наблюдения температуры термостатирующей жидкости, из-
менения температурного дифференциала, слива термостатирующей жидкости 
а также подключения внешнего контура охлаждения.

Калориметр (рис. 2) служит для определения теплового эффекта при оттаи-
вании образцов мерзлого грунта. Он представляет собой два прямоугольных 
пластиковых сосуда, вставленных один в другой и разделенных слоем изоляции. 
Внутренний сосуд заполнен калориметрической жидкостью — дистиллирован-
ной водой. Датчиками температуры выступают два термометра сопротивления, 
закрепленные на внутренней стенке. Калориметр помещен в оболочку, также 
выполненную в виде прямоугольного сосуда с двойными стенками, между ко-
торыми находится изоляционный материал — пенопласт. Внешняя сторона 
также покрыта жидким изоляционным покрытием, которое одновременно вы-
полняет функцию дополнительной теплоизоляции и защищает металлическую 
стенку от коррозии. Внутреннее пространство оболочки заполнено водой объ-
емом 11,5 литров. Масса воды в оболочке калориметра уменьшает теплообмен 
с окружающей средой. В крышку калориметра вмонтирована пропеллерная 
мешалка (скорость вращения 0,5 об/сек.), предназначенная для перемешивания 
калориметрической жидкости. 

Бюкса для исследуемого грунта представляет собой цилиндрический сосуд 
диаметром 40 мм высотой 70 мм, толщиной стенки 1 мм и крышка с отверсти-
ем для термометра сопротивления, изготовленные из нержавеющей стали.

Три стакана разного диаметра необходимы для изменения времени охлаж-
дения образца до одной и той же температуры. Два из них имеют двойные 
стенки, пространство между которыми заполнено сухим песком. Это необходи-
мо для уменьшения влияния циклов «включение — выключение» компрессора 
при охлаждении, а также увеличения времени охлаждения образца.

Эксперимент проводился следующим образом. Для определения количества 
незамерзшей воды использовались образцы грунтов нарушенного сложения 
и образцы грунтов естественного сложения с природной влажностью. В ходе 
проведенных экспериментов установлено, что мелкодисперсный грунт (глина, 
суглинок) удобнее использовать в состоянии естественного сложения, а круп-
нодисперсный (песок) как в естественном, так и нарушенном сложении. Бюкс 
заполняют исследуемым грунтом под некоторым усилием для устранения воз-
душных прослоек и пустот, после чего закрывают крышкой и вставляют термо-
метр сопротивления по центру бюксы. Далее бюкс помещают в стакан, который 
находится в камере испарителя термостата. Внутреннее пространство камеры 
заполнено незамерзающей жидкостью (тосол), что способствует плавному 
охлаждению и длительному поддержанию заданной температуры.

Экспериментальное исследование промерзания-
оттаивания грунтов
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Включают термостат и выставляют требуемую отрицательную температуру. 
В зависимости от диаметра стакана, типа грунта и первоначальной влажности 
замораживание длится 1-6 часов.

На рис. 3, в качестве примера, изображен график изменения температуры 
образца, полученный в ходе проведения эксперимента. Исследуемый грунт — 
глина, весом 127,1 гр. с влажностью 20%. Температура переохлаждения tП 
равна -1,18°C, температура замерзания грунта tЗ равна, в среднем -0,14°C. В ходе 
проведенных экспериментов установлено, что величина tП не является посто-
янной. Ее значения изменялись в интервале -0,1°C до -2,5°C в зависимости от 
скорости охлаждения.

Рис. 3. Характерная кривая изменения температуры образца в процессе охлаждения

Калориметр заполняют водой и калориметрической жидкостью. Важно, 
чтобы температура калориметрической жидкости перед началом эксперимента 
была выше температуры воды в оболочке на 2-3 °C. За 15-20 мин. до начала 
опыта включают мешалку для выравнивания температуры воды в калориметри-
ческом стакане в течение 5 минут.

Калориметрический опыт включает три периода, в течение которых произ-
водят отсчеты температуры по термометрам сопротивления. Первые 10-15 мин. 
составляют «начальный» период опыта, когда проверяется постоянство «хода 
температуры калориметрической жидкости». После чего образец извлекают из 
термостата и помещают в калориметр. «Главный» период опыта — от момента 
погружения образца в калориметр до начала равномерного изменения темпе-
ратуры калориметрической жидкости или изменения ее хода на обратный, 
длительность его составляет 20-25 минут.

«Конечный» период — измерение температуры в течение 10-15 мин. после 
окончания главного периода.

Бюкс с оттаявшим образцом грунта вынимают из калориметра и определя-
ют вес и влажность образца.

Поправку на теплообмен с окружающей средой находят по формуле Реньо-
Пфаундлера-Усова [4]:
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, 		          (1)

где  — поправка на теплообмен; n — число отсчетов в главном периоде 
опыта; ν0 — средний «ход» температуры за один отсчет в начальном периоде; 
νn — то же в конечном периоде; Θ0 — средняя температура начального перио-
да (сумма первого и последнего отсчетов, деленная на 2); Θn — то же для ко-
нечного периода;  — последний отсчет начального периода;  — последний 

отсчет главного периода (температура равновесия);  — сумма температур 

калориметра всех отсчетов главного периода, за исключением последнего от-
счета ( ).

Таким образом, величина температуры последнего отсчета главного перио-
да с учетом поправки на теплообмен равна .

На основании данных калориметрического опыта вычисляют содержание 
льда в образце при данной отрицательной температуре по формуле, являющей-
ся следствием уравнения теплового баланса:

,		          (2)

где К [кДж/К] — тепловое значение калориметра, сГ, сВ, сЛ cБ [кДж/кгК] — со-
ответственно теплоемкость сухого грунта, воды, льда и материала бюкса; mГ, mВисх, 
mЛ, mБ [кг] — масса грунта, воды исходная, льда и бюкса; QФ[кДж/кг] — тепло-
та фазового перехода; |tГ1-tГ2|, — изменение температуры образца и 
калориметрической жидкости в ходе эксперимента. 

Вес незамерзшей воды при данной отрицательной температуре mН находят 
по разности

				    mH = mВисх — mЛ .			          (3)

Тепловой параметр калориметра К [кДж/К], определяют в ходе дополни-
тельного эксперимента в процессе электронагрева, пропуская в течение 
10-12 мин. через нагреватель электрический ток:

,			           (4)

где U — напряжение [В]; R — электрическое сопротивление нагревателя [Ом]; 
τ — время пропускания электрического тока [сек];  — изменение тем-
пературы калориметрической жидкости в результате электронагрева (с учетом 
поправки на теплообмен).

В ходе проводимых экспериментов грунт замораживался до различных 
температур в интервале -0,5°C — -13°C. Каждый раз замораживание длилось 
3-3,5 часа, после чего проводили калориметрический опыт.

Экспериментальное исследование промерзания-
оттаивания грунтов
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В результате получен ряд значений массы незамерзшей воды (табл. 1), со-
ответствующий величинам отрицательной температуры. Также вычислены по 
формуле (1) поправки на теплообмен для каждого эксперимента.

Таблица 1

Значения массы незамерзшей воды,  
соответствующие величинам отрицательной температуры

№ эксп – 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tГ1, °С 0 -0,63 -0,70 -1,19 -1,97 -3,86 -4,61 -5,69 -6,98 -7,75 -12,08

mН, кг 0,025 0,0107 0,0105 0,0078 0,0058 0,0043 0,0041 0,0038 0,0034 0,0033 0,0028

W, д.ед. 1 0,43 0,42 0,31 0,23 0,17 0,16 0,15 0,14 0,13 0,11

Δ(Δυ) – -0,016 0,021 -0,01 -0,039 0,047 -0,041 -0,018 -0,112 -0,017 -0,016

На рис. 4 показана зависимость изменения влажности за счет незамерзшей 
воды в фиксированном объеме грунта от температуры. Наиболее интенсивные 
фазовые превращения вода-лед происходят в диапазоне температур 0 — -3°С. 
Далее наблюдается плавное уменьшение содержания жидкой фазы стремящей-
ся к постоянной величине, равной количеству прочносвязанной воды [5].

Рис. 4. Зависимость изменения содержания незамерзшей воды в грунте от температуры

Следует отметить, что точка (tг1=0°C, W=1) получена из начальных данных 
и условия что при 0°C вся вода в образце находится в жидком состоянии. 

Аппроксимационная формула кривой (рис. 4) имеет вид:

, (5)

где Wост — влажность грунта при t= -10 °C; 

f(t) = 0,02031 · t3 + 0,47257 · t2 + 3.81804 · t + 15,6808. 
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Различие между экспериментальными данными и значениями влажности, 
полученными по формуле (5), не превышает величину равную 0,03. 

Многие исследователи [6] отмечают опытный факт влияния скорости охлаж-
дения грунта на содержание незамерзшей воды. При быстром охлаждении 
грунта не достигается состояние фазового равновесия: система лед-вода нахо-
дится в неравновесном состоянии.

Приведем результаты наших исследований, полученных с использованием 
разработанной установки. Для регулировки времени замораживания образца 
использовались три стакана разного диаметра. Эксперимент проводился также 
без стакана, с использованием только бюксы. При разных диаметрах а, следо-
вательно, при разных термических сопротивлениях стаканов, и разной тепловой 
мощности отводимой от грунта, были получены 4 кривые зависимости содер-
жания незамерзшей воды от температуры. Замораживание проводилось в тече-
ние 5; 3; 1 час и 16 минут (без стакана) что соответствует кривым 1; 2; 3 и 4 
(рис. 5).

Рис. 5. Кривые зависимости незамерзшей воды от температуры  
при различном времени замораживания. 

По представленным кривым можно судить о времени необходимом для на-
ступления фазового равновесия. Отличие между кривыми 1 и 2 практически 
отсутствует, поэтому можно полагать, что в этих случаях происходит равно-
весный процесс замерзания воды в порах грунта. 

Кривые 3 и 4 на рис. 5 соответствуют неравновесным условиям заморажи-
вания грунта. При этом влажность мерзлого грунта зависит не только от вида 
и температуры грунта, но и от интенсивности теплопереноса от грунта, в окру-
жающую среду. В условиях рассматриваемого эксперимента параметром, ха-
рактеризующим неравновесность фазового перехода вода-лед в грунте является 
отношение тепловой мощности q [Вт], отводимой от массы m мерзлого грунта 
в контрольном объеме, к теплоемкости mс, то есть q/mc [°C/сек.]. Это отно-
шение определяет скорость изменения температуры грунта. В качестве параме-

Экспериментальное исследование промерзания-
оттаивания грунтов
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тра неравновесности, удобного для обработки экспериментальных данных, ис-
пользуется отношение времени изменения температуры на заданную величину 
в неравновесных и равновесных условиях: 

,				            (6)

где τ, τ0 — время изменения температуры грунта на Δt, °C в неравновесных и 
равновесных условиях.

Экспериментальные данные, соответствующие кривым 3 и 4 на рис. 5 по-
зволяют получить эмпирическую зависимость влажности мерзлого грунта в 
неравновесных условиях: 

,			           (7)

где ; W0(t) — зависимость влажности мерзлого грунта от тем-

пературы в равновесных условиях; . Максимальная погреш-
ность определения относительной влажности грунта по зависимости (7) в рас-
смотренных условиях не превышает 0,05. 

Выводы
Создана и использована в экспериментальных исследованиях установка, 

позволяющая изучать калориметрическим методом процессы промерзания-
оттаивания влажных грунтов в равновесных и неравновесных условиях.

Получены экспериментальные данные о неравновесном процессе промер-
зания глинистого грунта при различной интенсивности параметров теплопере-
носа.

Проведено аналитическое описание промерзания исследованного грунта, 
позволяющее определить содержание незамерзшей воды с учетом неравновес-
ности системы грунт-лед-вода.
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Экспериментальное исследование  
и физико-математическое моделирование процесса 

остывания нефти в подземном трубопроводе
АННОТАЦИЯ. Разработаны лабораторный стенд и методика проведения 

экспериментов, позволяющие исследовать температурные поля в грунте вокруг 
модельного трубопровода и кинетику застывания нефти в модельном трубопро-
воде. С помощью программы HeatMassGrunt (HMG) было проведено расчетное 
исследование процесса теплообмена в системе трубопровод-грунт.

SUMMARY. Developed: laboratory stand and technique of conducting experiments, 
allowing to explore temperature fields in a soil around the modelling pipeline and kinetics 
of  solidification oil in the modelling pipeline. By means of program HMG research of 
heat exchange process in pipeline-soil system has been conducted.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Математическое моделирование, трубопровод, мерзлый 
грунт, поля температур, остывание нефти.

KEY WORDS. Mathematical modeling, pipeline, frozen soil, temperature fields, 
cooling oil.

Строительство в районах крайнего Севера, требуют решения ряда проблем, 
связанных с изучением температурных полей вокруг подземных трубопроводов, 
прокладываемых в массивах вечномерзлых и сезоннопромерзающих грунтов 
[1-5]. Одной из таких проблем, имеющей важное научно-теоретическое и при-
кладное значение, является проблема перекачки высоковязкого нефтепродукта, 
застывающего при невысоких температурах. Длительная остановка перекачки 
может привести к застыванию нефти в трубопроводе. Подогрев нефти только 
на насосно-тепловых и тепловых станциях накладывает ограничения на кон-
струкцию и эксплуатационную надежность «горячих» трубопроводов. Время, 
по истечении которого возобновление перекачки высоковязкой нефти проис-
ходит без осложнений, т.е. потери на трение не превышают возможностей на-
сосной станции, называется безопасным временем остановки «горячего» трубо-
провода. В противном случае происходит «замораживание» трубопровода, 
что связано со значительными потерями нефти и большими затратами. В случае 
остановки перекачки при температуре окружающей среды ниже температуры 
нефти происходит ее охлаждение. В результате значительно повышается вяз-
кость, а у некоторых нефтей появляются аномальные свойства. Поэтому большое 
значение имеет проведение тепло-гидравлических расчетов в период пуска [6]. 
Тепловой расчет при пуске нефтепровода ставит своей задачей установить рас-
пределение  температуры нефти по длине трубопровода в зависимости от вре-
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мени с начала его заполнения. Эта температура описывается известными 
уравнениями [5], [6]. Большинство исследований, как экспериментальных, так 
и численных, ориентированных на решение актуальных проблем в этой области, 
рассматривают  температурные поля в грунтовом массиве и граничные условия 
на разделе «труба-грунт», не учитывая реальной кинетики изменения темпера-
туры в самом трубопроводе. Существующие аналитические методы, прогнози-
рующие застывание нефти в остановленном трубопроводе, рассматривают 
трубопровод как линейный объект, учитывая только падение температуры по 
его длине. Задача нахождения безопасного времени остановки перекачки име-
ет большое практическое значение. При определении безопасного времени 
остановки перекачки необходимо знать изменение во времени температуры 
нефти в остановленном трубопроводе. 

Цель данной работы заключается в модернизации  лабораторного стенда 
по исследованию мерзлых грунтов, созданного ранее в ТюмГУ [7-9], с помощью 
которого можно  оценить влияние различных факторов на процесс изменения 
температуры нефти в остановленном трубопроводе, а также экспериментальном 
исследовании на этом стенде и физико-математическом моделировании про-
цесса остывания нефти в подземном трубопроводе при наличии или отсутствии 
мохорастительного покрова на поверхности мерзлого грунта. На основе анали-
за полученных экспериментальных данных построены зависимости, отражающие 
кинетику застывания нефти, а также поля, показывающие распределение тем-
ператур в грунтовом массиве. Достоверность результатов данной работы в рам-
ках принятых экспериментальных моделей обеспечивается применением теоре-
тически обоснованных  решений сертифицированными измерительными при-
борами,  а также изучением работы подобных установок [10] . 
Экспериментальный стенд, на котором проводятся исследования, описанные 
в данной работе, состоит из морозильной камеры с размерами 2x2x2 м и воз-
можностью регулирования температуры до -15˚C, теплоизолированного лотка, 
системы охлаждения-нагрева модельного трубопровода и автоматизированной 
системы мониторинга температуры и деформаций трубопровода. Его  подробное 
описание приводится в [8], [9]. 

Для проведения вышеуказанного исследования в морозильной камере был 
установлен модернизированный лоток и новый модельный трубопровод, в роли 
которого выступает стальная труба диаметром 40 мм с толщиной стенки 4 мм. 
Модельный трубопровод связан с системой охлаждения-нагрева, которая обе-
спечивает движение антифриза (для ускорения процесса замораживания грун-
та в лотке) и высоковязкой нефти по трубе. В качестве модернизированного 
лотка была использована коробчатая конструкция с размерами 980x590x540 
мм и толщиной стенок 20 мм. Боковые стенки и дно лотка обшиты слоем пе-
нопласта  толщиной 100 мм для уменьшения тепловых потоков через боковые 
грани конструкции, которые существенно влияют на достоверность эксперимен-
та и сходимость с реальными процессами теплопереноса при промерзании 
грунта (рис. 1). Автоматизированная система мониторинга температуры в грун-
те имеет диапазон измерений от –55°C до +125°C с точностью 0.5°C и подроб-
но описана в [8], [9]. Схема расположения датчиков в  поперечном сечении 
лабораторного лотка представлена на рис. 1.  Измерение температуры нефти 
в трубопроводе осуществляется с использованием модуля АЦП-ЦАП ZET220 

и др.
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и персонального компьютера. Для измерения кинетики застывания нефти ис-
пользуются термопары TP-01A (аналог термопары типа К — ТХА-008-200.11), 
установленные на подложку, что позволяет измерить градиент температуры в 
модельном трубопроводе по высоте. Для эксперимента была использована нефть 
Южно-Балыкского месторождения с массовой долей парафина — 3.2% и плот-
ностью — 864,2 кг/м3, а также высоковязкая нефть Харьягинского нефтяного 
месторождения с содержанием парафинов более 18% и Tзастывания= -4,8oC. 

Рис. 1. Схема модернизированного лотка

Особенности эксперимента. После подготовительных мероприятий вклю-
чается морозильная камера и система охлаждения-нагрева модельного трубо-
провода. По мере охлаждения грунтового массива производится периодический 
мониторинг показаний всех датчиков температуры. Процесс полного промора-
живания грунта в среднем занимает 12-14 часов. После достижения нужных 
температур в грунтовом массиве из модельного трубопровода откачивается 
антифриз и заливается нефть комнатной температуры (~16oC). Наблюдения 
продолжаются до тех пор, пока температура нефти в трубе не достигнет тем-
пературы стенки трубопровода. Полученные данные с датчиков температур 
сначала преобразовывались в табличную форму Microsoft Excel, а затем с по-
мощью возможностей SigmaPlot (программы для анализа и визуализации на-
учных и статистических данных) были построены изотермы для определенных 
моментов времени. В эксперименте 1 была смоделирована ситуация с наличи-
ем мохорастительного покрова (рис. 1). Для этого исследуемый лоток был за-
сыпан слоем мха с толщиной 5 см поверх основного грунтового массива. В ка-
честве грунта засыпки используется сухой мелкий песок, охлажденный до -6oC 
на поверхности и до -2oC в нижней части лотка. В ходе эксперимента 2 была 
смоделирована ситуация с полным отсутствием мохорастительного слоя на по-
верхности грунта. В качестве грунта засыпки использовался сухой мелкий 
песок, охлажденный до -6.8oC на поверхности и до –4.7oC в нижней части лот-
ка. В обоих случаях температура окружающего воздуха в морозильной камере 
поддерживалась равной -8oC. 
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С помощью программы HeatMassGrunt (HMG), разработанной на кафедре 
ММС ТюмГУ [7], [11], и предназначенной для моделирования тепломассопере-
носа в многофазной среде, было проведено расчетное исследование процесса 
теплообмена в системе трубопровод-грунт для сопоставления с результатами 
опыта и проверки достоверности модели. Теоретической основой программы 
являются балансовые уравнения сохранения массы и внутренней энергии ком-
понент, дополненные законами градиентного массопереноса жидкой и газовой 
фаз, с соотношениями для фазовых переходов и теплофизическими свойствами 
грунтов. Результаты эксперимента 1 показаны на рисунке 2. 

Рис. 2. Температурные поля в грунте и модельном трубопроводе,  
построенные по показаниям датчиков температуры,  

через 1 час после начала эксперимента 1 (а)  
и рассчитанные по программе HMG (б)

Проведенное сопоставление расчетных и экспериментальных данных, по-
лученных для распределения температуры в грунте, показало приемлемую 
сходимость результатов и подтвердило, тем самым, достоверность работы про-
граммы HeatMassGrunt (HMG). Небольшие несоответствия (рис. 2) объясняют-
ся неравномерностью распределения датчиков в грунте, неравномерностью 
теплоизоляции лотка и особенностями интерполирования экспериментальных 
данных  программой SigmaPlot. С помощью средств Microsoft Excel экспери-
ментальные данные были сведены в графики на рис. 3, отображающие темпе-
ратуру нефти внутри модельного трубопровода  с течением времени, исходя из 
показаний каждой из 3 термопар типа K- ТХА-008-200.11, установленных вну-
три модельного трубопровода.

и др.
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Рис. 3. Изменение температуры нефтепродукта в трубе с течением времени

Исходя из графика на рис. 3 можно судить о неравномерном распределении 
температуры по высоте в трубопроводе. Отклонения температур в различные 
моменты времени говорят о погрешности ручной заливки нефти в систему, 
а также о неравномерности процесса теплообмена между верхней и нижней 
границами модельного трубопровода и грунта. Время, через которое нефть, за-
качанная в модельный трубопровод, достигла первоначальной температуры 
стенки трубы, для эксперимента 1 составило –2,32 часа. Результаты экспери-
мента 2 показаны на рис. 4.

Рис. 4. Экспериментальные температурные поля в грунте:  
в начале эксперимента 2 (а) и через 2 часа (б)

Экспериментальное исследование  
и физико-математическое
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Время, через которое нефть, закачанная в модельный трубопровод, до-
стигла первоначальной температуры стенки трубы, для эксперимента 2 со-
ставило 1,975 часа.

Сопоставление результатов обоих экспериментов. Главным отличием 
проведенных опытов было наличие или отсутствие мохорастительного слоя на 
поверхности грунта, который является естественной теплоизоляцией сезонно-
промерзающих грунтов. Промерзание грунтового массива за определенное 
время (12-14 ч.) для двух экспериментов дало различную картину по распре-
делению температур в нем. Температура у нижней части лотка выше  при  
наличии мохорастительного слоя на поверхности грунта (T1=-1,8

oC, T2=-4,2oC). 
Исходя из этих данных, можно судить о непосредственном влиянии нарушения 
мохового покрытия на температурные поля в грунте и температуру нефти в тру-
бопроводе. Экспериментом и расчетом установлено, что время застывания вы-
соковязкой нефти Харьягинского нефтяного месторождения (с содержанием 
парафинов более ~ 18% и Tзаст=-4,8oC) в условиях модельного трубопровода 
(d=40 мм) при наличии ненарушенного покрытия мха примерно на 20% больше, 
чем при его отсутствии (t1=8340 сек., t2=7110 сек.). 

Выводы: 
1. Разработаны лабораторный стенд и методика проведения экспериментов, 

позволяющие исследовать температурные поля в грунте вокруг модельного 
трубопровода, кинетику застывания нефти в модельном трубопроводе, варьируя 
при этом множеством параметров, что обеспечивает  практическую важность 
исследований.

2. В результате ряда экспериментов была смоделирована ситуация с оста-
новкой подземного трубопровода в мерзлом грунте, еще не вышедшего на ста-
ционарный режим работы.

3. Качественно и количественно оценено влияние мохорастительного покрова 
и его отсутствия на процесс промерзания грунта, установившуюся температуру 
стенки модельного трубопровода и кинетику застывания нефти в нем. 

4. С помощью программы HeatMassGrunt (HMG), разработанной на кафедре 
ММС ТюмГУ, и предназначенной для моделирования тепломассопереноса 
в многофазной среде, было проведено расчетное исследование процесса тепло-
обмена в системе трубопровод-грунт для сопоставления с результатами опыта; 
подтверждена достоверность расчетной модели. 

5. Разработанная установка позволяет проводить исследования широкого 
класса задач трубопроводного транспорта нефти и газа и идентифицировать 
параметры расчетных моделей теплосилового взаимодействия грунта и трубо-
провода.
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Прогнозирование прокаливаемости стали  
на основе уравнения теплопроводности

АННОТАЦИЯ. В работе излагается метод прогнозирования прокаливаемо-
сти стали после термической обработки на основе решения дифференциального 
уравнения теплопроводности совместно с численным моделированием структу-
рообразования при распаде аустенита.

SUMMARY. In work application forecasting hardenability of the steel on the basis 
of the thermal conductivity equation together with structurization numerical modeling 
at austenite decay.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Компьютерное моделирование, прогнозирование, про-
каливаемость стали, уравнение теплопроводности, аустенит.

KEYWORDS. Сomputer modeling, forecasting, hardenability of the steel, thermal 
conductivity equation, austenite.

Показателем прокаливаемости стали после термической обработки является 
расстояние от торца образца до точки, где содержится 50% мартенсита. Суще-
ствуют несколько способов определения прокаливаемости стали, одна из кото-
рых — методика расчета прокаливаемости и количества структурных состав-
ляющих по расстоянию от торца образца при термообработке, исходя из данных 
изотермической диаграммы. Изотермическую диаграмму перерабатывают в си-
стему аналитических функций и при помощи составленных математических 
уравнений рассчитывают кинетику фазовых превращений при термообработке. 
При использовании для расчета термокинетических диаграмм, построенных 
по  данным изотермических диаграмм распада переохлажденного аустенита, 
можно только качественно определить прокаливаемость. Это связано с тем, 
что экспериментальные термокинетические диаграммы значительно отличают-
ся от построенных указанным методом.

Одним из наиболее точных методов определения прокаливаемости является 
определение прокаливаемости по данным термокинетических диаграмм. В этом 
случае сопоставляются кинетические кривые охлаждения различных участков 
образца при термообработке с данными термокинетической диаграммы. Пред-
полагается, что при 1073-773 K тепловыделения не влияют на кинетику охлаж-
дения. Для определения структуры данного слоя задаются критические интер-
валы продолжительности охлаждения, которые определяются из термокинети-
ческой диаграммы. Следует отметить, что условия построения термокинетической 
диаграммы могут быть отличны от условий охлаждения различных точек об-
разца, и это может повлиять на величину прокаливаемости, полученную рас-
четным методом.
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В работе предлагается метод прогнозирования прокаливаемости стали после 
термической обработки на основе решения дифференциального уравнения тепло-
проводности совместно с предложенным численным моделированием структуро
образования при непрерывном охлаждении стали на основе кинетических параме-
тров, полученных из изотермической диаграммы распада аустенита [1-3]. 

Прогнозирование прокаливаемости стали основывается на решении нели-
нейного уравнение теплопроводности [4] для торцевого образца [5], для кото-
рого схема теплового баланса приведена на рис. 1:

(1)

при нелинейных граничных условиях

(2)

и начальном условии

,					            (3)

где γ(T) — плотность, кг/м3;
C(T) — удельная изобарная теплоемкость, Дж/кг·К;
λ(T) — теплопроводность, Вт/(м·К);
T — температура, К;

 — удельная мощность внутренних источников тепла, Вт/м3;
α1, α2, β1, β2 — теплофизические параметры;
ϕ1(T, t); ϕ1(T, t) — удельная мощность поверхностного источника, Вт/м2.

Рис. 1. Тепловая схема охлаждения водой торца ударного образца  
из порошкового материала, нагретого выше температуры Ac3
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Образец предварительно нагревается до температуры выше температуры Ac3 
охлаждается через торцевую поверхность (плотность теплового потока q1 и q2) 
и боковую поверхность (плотность теплового потока q3). В силу того, что охлаж-
дение от боковой поверхности осуществляется в газовой среде и критерий Bi 
для этой поверхности теплоотдачи менее 0,1 (даже при величине пористости 
30%), можно пренебречь перепадом температур по продольному сечению об-
разца и рассматривать одномерную схему, где температура изменяется непре-
рывно по длине образца T(x,τ). 

Теплоотвод через боковую поверхность при этом учитывается как дополни-
тельный внутренний источник тепла. В этих условиях уравнение (1) принима-
ет вид

(4)

Граничные условия на торцах образца задаются в виде граничных условий 
третьего рода:

,			         (5)

где α1, α2 — коэффициенты теплообмена первой и второй среды охлаждения, 
Вт/м2·К; , 

2
 — температура сред охлаждения, К.

Отвод тепла через боковую поверхность учитывается в уравнении (4) через 
удельную мощность этого потока [6]:

,			          (6)

где P — периметр поперечного сечения образца, м; S — площадь поперечного 
сечения, м2.

Тепловыделения при фазовых превращений распада аустенита учитывается 
в качестве внутренних источников тепла с мощностью, определяемой соотно-
шением

,		         (7)

где LФ — удельная теплота фазовых превращений, Дж/кг;

 — скорость распада переохлажденного аустенита.

Теплофизические параметры стали λ(T,ψ), γ(T,ψ) и C(T,ψ) определяются 
линейной комбинацией количества превращенного аустенита соответствующих 
структурных составляющих:
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(8)

где λA(T), CA(T), γA(T) — значения теплопроводности, теплоемкости и плот-
ности для аустенита, полученные путем экстраполяции литературных данных 
в области температур ниже Aс3; λП(T), CП(T), γП(T) — литературные данные 
значений теплопроводности, теплоемкости и плотности для феррито-перлитной 
смеси; λБ(T), CБ(T), γБ(T) — значения теплопроводности, теплоемкости и плот-
ности для перлитно-бейнитной смеси; ψ = ψ(Т,τ) — количество превращенного 
аустенита соответствующей структурной области, определяемое на основе ими-
тационной модели структурных превращений при непрерывном охлаждении.

Задача решается численно конечно-разностным методом с использованием 
неявной схемы. В координатно-временном пространстве вводится сетка:

		  xi = h · i, i = 2,…, (N — 1); τj = ∆τ · j, j = 2,…, L.	        (9)

Разностный аналог решаемой задачи имеет вид:

(10)

где , 

При решении разностной задачи (10) методом прогонки используется ите-

рационный алгоритм [7]. В качестве нулевого приближения ,  бе-

рутся значения на предыдущем временном слое (j-1), а для расчета , , 
 используется температура на предыдущем временном слое. Последующие 

приближения  находятся из системы уравнений методом прогонки, в которой 
коэффициенты теплоотдачи, плотность, теплопроводность и теплоемкость вы-
числены для значения температуры предыдущего итерационного цикла. Значе-
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ния Ti,1, ψ(Ti,1,τ1), Ti,2, ψ(Ti,j-1,τj-1) … , Ti,j-1, Ti,
(k)

j, ψ(Ti,j-1,τj-1). В модуле расчета 
структурных составляющих для каждого слоя по координате — xj хранятся все 
параметры модели структурного превращения на момент времени τi-1. В него 
передается температура Ti,

(k)
j по каждого i и выполняется моделирование струк-

турных превращений до этой температуры, в результате чего рассчитывается 
ψk+1(Ti, τj) по каждой структурной составляющей для узла (i, j). Значение ско-
рости превращения в этом узле определяется по формуле:

.			         (11)

Итерационный процесс проводится до выполнения условия

.

На первом шаге итерации не учтены тепловыделения в результате фазовых 
превращений, следовательно, температура слоя будет меньше действительной. 
Количество превращенного аустенита в результате моделирования процесса 
структурных превращений количество превращенного аустенита и его скорость 
будут выше, что в свою очередь приведет к уменьшению температуры слоя на 
последующей итерации. Поэтому усреднение по температуре итераций проводят 
после выполнения четного количества итерационных шагов. Выполнение вы-
числительных экспериментов показало, что приемлемая точность получения 
температуры достигается за четыре итерации. 

Решением задачи (4)-(6) является температурное поле образца в определен-
ные моменты времени. С помощью данных термокинетических диаграмм и урав-
нения (7) может быть определено количество превращенного аустенита в каж-
дой точке образца. Следовательно, зная температуру и количество превращен-
ного аустенита для каждой точки образца определяется содержание 
мартенсита по длине образца, что является целью расчета прокаливаемости 
по данным диаграмм распада переохлажденного аустенита.

На основе описанного метода проведен расчет прокаливаемости стали 
ПК40H2M. В результате вычислений получены расчетные расстояния от торца 
до зоны с 50% и 90% мартенсита с учетом тепловыделений фазовых превра-
щений: для 90% — 5,3 мм, для 50% — 9 мм (рис. 2). 
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Рис. 2. Изменение расчетного содержания мартенсита в структуре 
по длине образца после торцевой закалки стали ПК40H2M

Сравнение экспериментальных и расчетных значений прокаливаемости 
стали свидетельствует об адекватности предложенного метода прогнозирования 
прокаливаемости.

Выводы
Предложен метод прогнозирования структуры стали после термической 

обработки на основе решения дифференциального уравнения теплопроводно-
сти совместно с разработанным методом численного моделирования распада 
аустенита. 

Реализация данного метода при решении задачи определения прокаливае-
мости стали показала возможность учета зависимости теплофизических пара-
метров стали от ее структурного состава при изменении кинетики охлаждения 
детали.
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Измерительно-вычислительная система  
диагностики параметров течения и теплообмена 

многофазной смеси в скважинах и трубопроводах
Аннотация. В работе предложена методика прогнозирования структуры 

течения и теплофизических параметров многофазного потока при его движении 
в скважине. Решение такого рода задач имеет важное практическое значение в 
различных хозяйственных отраслях. 

Аннотация. This paper proposed a method for forecasting of fluxion structure  
and thermophysical  parametres of a multiphase flow at its motion in a well. The 
solution of such problems has the important practical value in various economic 
branches.

Ключевые слова. Многофазные потоки, теплофизические параметры, 
измерительно-вычислительные системы, физико-математическое моделирова-
ние, газовый конденсат. 

Ключевые слова. Multiphase flow, thermophysical  parameters, the MCS, 
physical and mathematical modeling,  gas condensate.

Моделирование течения газожидкостных сред в скважинах представляет 
собой важную и востребованную в нефтегазовой отрасли проблему. Хотя этой 
проблеме в настоящее время посвящено достаточно большое количество публи-
каций [1], она по-прежнему далека от окончательного решения. Актуальность 
решения такого рода задач объясняется и неизбежным истощением природных 
залежей газа, нефти, газового конденсата по мере эксплуатации месторождений. 
При этом происходит падение давления углеводородных смесей, переход одно-
фазных флюидов в двухфазное состояние, изменение характерных значений 
газового фактора и т.д. Очевидно также, что разработка и использование при про-
ектировании и эксплуатации добывающих скважин удобных и понятных инже-
нерам методов расчета течения и тепломассопереноса газожидкостных углево-
дородных сред в скважинах и в промысловых трубопроводах необходимо для 
решения множества технических задач. 

Основой созданного в [2] алгоритма расчета течения и тепломассопереноса 
газожидкостных углеводородных сред в скважинах является система уравнений 
квазиодномерного течения отдельной фазы в многофазной многокомпонентной 
углеводородной среде, полученной интегрированием вдоль оси канала уравне-
ний в форме, предложенной академиком Р.И. Нигматулиным [3]. Имеющийся 
в настоящее время экспериментальный материал позволяет замкнуть эту си-
стему уравнений. 
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Цель настоящей работы состоит в адаптации алгоритма расчета и программ-
ного комплекса для проведения расчетов при различных режимах многофазно-
го течения газоконденсатной смеси. 

Для расчета используется метод контрольных объемов [4]. Внутренний объ-
ем скважины или трубопровода разбивается на конечное число малых участ-
ков — контрольных объемов V, ограниченных внутренней поверхностью тру-
бопровода и поперечными сечениями S1 и S2, расположенными на расстоянии 
∆Z друг от друга. Применительно к контрольному объему используются балан-
совые уравнения: массы, количества движения, а также баланса полной энергии. 
Основные балансовые уравнения для контрольного объема — это уравнения 
сохранения массы, импульса и энергии.

Законы сохранения массы фаз при квазиодномерном подходе имеют вид 
(i=1,2,…,N) [4]:

,

где ρ2iυ2iS2i — ρ1iυ1iS1i = d(ρiυiSi).
Это уравнение учитывает расход ρ/

iυ/
niS/

i через боковую поверхность, что 
характерно при расчетах утечек, расходы при контролируемых подводах и от-
водах массы в измерительных устройствах и разветвленных системах промыс-
ловых трубопроводов. При течениях в скважинах обычно G/ = 0, за исключе-
нием перфорированных участков.

Уравнение баланса механической энергии записывается в форме обобщен-
ного уравнения Бернулли [4]. Для модели с общим давлением фаз:

,

,

где l*
внi = lвн — gz1 + gz2, lвнi = fix

dx — удельная работа внешних сил, за вычетом 

работы по преодолению сил тяжести, Дж/кг;  — рабо-

та, затрачиваемая при движении каждой из фаз на преодоление сил трения 

о соответствующие части стенки и местные сопротивления;  — удель-

ная работа сил инерции;  — работа сил, связанная с об-

меном импульсом при подводе или отводе массы через боковую поверхность; 
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 — удельная работа межфазных сил, которая при 

малых Jji сводится к работе касательных напряжений на границе фаз; 
aki — коэффициенты Кориолиса, учитывающие неравномерность распреде-

ления скорости фазы по радиусу трубы; 

 — средняя на участке 1-2 плотность. 

В схеме с общим давлением фаз Pi=P. 
Работа касательных напряжений на границе фаз Pjix может быть представ-

лена в виде Pjix = τгр · Sg, где τгр — касательное напряжение на границе жид-
кости и газа, Sg — площадь межфазной поверхности выделенного объема.

Интеграл сохранения внутренней энергии для однотемпературной смеси 
(Ti = T) представлен в виде:

где  — расход, подводимый через боковую поверхность; 

Qвн — внешняя тепловая мощность; 

Nтр = lтрG — мощность трения; 

 — константа, находимая из условий норми-

ровки при фазовых переходах l ↔ g [3].
Замыкающие соотношения для расчета газожидкостных течений в скважи-

нах и трубопроводах включают в себя: расчет фазового состояния углеводород-
ной смеси, определение количественного соотношения равновесных концентра-
ций паровой и жидкой фаз каждого из компонентов, расчет давления начала 
конденсации, расчет давления насыщения для различных фаз.

Для обеспечения необходимой точности расчета дебитов газоконденсатных 
скважин существенное значение имеет выбор адекватного уравнения состояния. 
В качестве уравнений состояния фаз использовались единые кубические урав-
нения состояния Соава-Редлиха-Квонга (SRK), Пенга-Робинсона (PR) и Бру-
силовского [1]. Данные уравнения состояния являются уравнениями состояния 
Ван-дер-Ваальсового типа и широко используются в задачах проектирования 
разработки и эксплуатации месторождений природных углеводородов. Эти 
уравнения являются частными формами четырехкоэффициентного уравнения 
состояния вида:

,

и др.
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где b, с, d — коэффициенты, постоянные для данного вещества. Коэффициент 
a зависит от температуры a = acφ(T), где ac — константа, φ — температурная 
функция, равная единице при критической температуре.

Структура коэффициентов уравнения состояния приведена в [1].
Использование уравнений состояния Ван-дер-Ваальсового типа для смесей 

основано на применении принципа соответственных состояний. При этом урав-
нения состояния смесей имеют тот же вид, что и для чистых веществ. Но если 
коэффициенты уравнения состояния чистого вещества определяются свойства-
ми этого вещества, то коэффициенты уравнения состояния многокомпонентной 
системы определяются свойствами смеси, т.е. свойствами компонентов, обра-
зующих смесь, и долей каждого из них в смеси.

Для расчета фазового равновесия использовалось термодинамическое соот-
ношение равенства летучести компонентов смеси. В теплофизических замы-
кающих соотношениях были использованы современные обобщенные опытные 
данные о коэффициентах вязкости, удельной теплоемкости и теплопроводности. 
Замыкающие соотношения для расчета газоконденсатной смеси применяются 
в виде [2].

При использовании уравнений состояния для многокомпонентных систем 
важнейшим моментом является то, по каким правилам вычисляются коэффи-
циенты уравнения состояния. Для N — компонентной углеводородной смеси, 
согласно рекомендациям из [1], нами были приняты следующие правила для 
вычисления коэффициентов уравнения состояния:

,

где aij — перекрестные коэффициенты для смеси, которые рассчитываются 
способом, предложенным Зудкевичем и Иоффе aij = (1 — cij)(aiaj)

0.5.
Введение коэффициентов cij существенно повышает точность расчета паро-

жидкостного равновесия с применением уравнения состояния. Значения коэф-
фициентов cij для использованных нами уравнений состояния приведены в [1].

Описанная выше модель предусматривает вычисление параметров потока и 
критериальных параметров, характеризующих структуру газожидкостного по-
тока (дисперсно-кольцевой / эмульсионный, переходный, пробковый, пузырь-
ковый режим) в каждом расчетном сечении по высоте скважины. При этом 
подробно моделируются потери давления и теплообмен при дисперсно-кольцевом 
режиме течения, который характерен для течения газоконденсатного флюида 
по скважине.

На основе данной модели был разработан и реализован в среде MathCad 
алгоритм расчета течения газожидкостной смеси в газоконденсатной скважине. 
Алгоритм предусматривает автоматизированное определение структуры двух-
фазного потока, учитывает изменение соотношения отдельных компонентов 
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в фазах, диссипации энергии, теплообмена, изменение давления и температуры 
вдоль оси скважины, определение массового и объемного расходов газоконден-
сатной смеси на основе измерения давления и температуры на забое и давления 
и температуры на устье скважины с использованием программного блока рас-
чета течения в скважине.

Блок данного программного комплекса, предназначенный для расчета плот-
ности по уравнению Брусиловского [1], можно использовать в относительно про-
стой по конструкции измерительно-вычислительной системе [5]. 

Блок-схема измерительно-вычислительной системы (ИВС) приведена на ри-
сунке 1.

Рис. 1. Принципиальная схема измерительно-вычислительной системы (ИВС) [5] 
определения расхода газожидкостной смеси

Она состоит из штуцера (1), предназначенного для установления практиче-
ски постоянного расхода в реальном диапазоне параметров; стандартной диа-
фрагмы (2), с датчиками давления (Р), перепада давления (ΔP) и температуры (Т); 
ИВК — измерительно-вычислительный комплекс на базе компонентов фирмы 
«National Instruments» [6] и среды графического программирования LabVIEW 
8.2. — для сбора показаний первичных датчиков, расчета плотности по урав-
нению состояния и обработки полученных данных. Неотъемлемым компонентом 
ИВС является программный комплекс, основанный на приведенной выше 
физико-математической модели течения и теплообмена в скважинах и трубо-
проводах.

Основные формулы, лежащие в основе измерения расхода при малых дозву-
ковых скоростях методом переменного перепада давления, имеют вид [5], [7]:

,			           (1)

,			           (2)

и др.
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где qm и q0 — массовый и объемный расходы соответственно, const — практиче-
ски постоянная величина в некотором диапазоне чисел Рейнольдса. Она зависит, 
в  основном, от геометрических размеров стандартной диафрагмы. Величина 
ΔP= (Р2 — Р1) — перепад давления при прохождении потока через стандартную 
диафрагму: ρ — плотность смеси, рассчитанная по уравнению состояния [1], 
с учетом рассчитанного изменения давления и температуры смеси.
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УДК 532.546

Фильтрация жидкости  
в двухзонном трещиновато-пористом пласте

АННОТАЦИЯ. Рассматривается фильтрация жидкости в трещиновато-
пористом пласте, основные каналы которого (трещины) существенно дефор
мируются при снижении пластового давления. Возможно смыкание трещин при 
некотором критическом значении давления. Пласт состоит из двух зон с раз-
личными критическими давлениями для трещин. 

SUMMARY. Fluid filtration through fractured porous formation is considered. 
Fractures as main channels can be deformed essentially when the fluid pressure 
decreases. It is also possible the complete closing of fractures if the pressure equals to 
a critical value. The formation consists of two zones with different critical values of 
pressure into fractures.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Фильтрация, трещиновато-пористый пласт, критиче
ское давление, смыкание трещин.

KEY WORDS. Flow through porous media, fractured porous formation, critical 
pressure, closing of fractures. 

Введение. Значительная часть месторождений нефти и газа относится 
к трещиновато-пористому типу [1], [2]. Для описания фильтрации в таких сре
дах широко используется линейная модель двух взаимопроникающих конти
нуумов [3], соответствующих пористой матрице и системе трещин, каждый со 
своей пористостью и проницаемостью и массообменом между ними. Однако 
многие промысловые наблюдения и лабораторные исследования свидетельствуют 
о сильной нелинейной зависимости эффективных характеристик среды от ее 
напряженного состояния и давления жидкости [1], [2], [4], что связывается 
с существенной деформацией основных каналов — трещин при снижении пла-
стового давления. В литературе и нефтепромысловой практике достаточно 
широко распространено представление о возможности смыкания трещин при 
некотором критическом значении пластового давления [5], [6], [7]. Согласно 
Справочному руководству по проектированию разработки и эксплуатации не-
фтяных месторождений [8], в трещиновато-пористом коллекторе, в общем слу-
чае, существует зона с закрытыми трещинами (прилегает к скважине, и филь-
трация в ней осуществляется только по пористой матрице) и внешняя зона 
с открытыми трещинами (фильтрация по трещинам и матрице).

Нелинейная модель взаимопроникающих континуумов с введением понятия 
критического давления введена в [9]. В рамках этого подхода рассмотрены раз-
личные задачи фильтрации [10], [11]. Критическое давление в модели [9] пред-
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полагается постоянным и должно определяться на основе промысловых наблю-
дений и экспериментов. В общем случае в рамках этого подхода критическое 
давление следует считать функцией координат и, возможно, времени. В данной 
работе в качестве первого шага рассматривается фильтрация в пласте, состоящем 
из двух зон. Каждой зоне соответствует свое постоянное значение критическо-
го давления. Анализируется зависимость дебита от параметров пласта. 

Постановка задачи. Вокруг скважины радиуса R0 расположена первая 
(внутренняя) зона с параметрами: радиус R1, критическое давление s1, начальная 
проницаемость k1

0 (рис. 1). Внешняя зона имеет параметры соответственно R2, 
s2, k2

0.

Рис. 1.

Стационарная фильтрация жидкости в пласте описывается системой урав
нений [9], [12]:

,  		          (1)  

где Q — дебит скважины, h — мощность пласта, r —  радиальная координата, 

p — давление жидкости, p0 — начальное пластовое давление,  — посто
янная по пласту пьезопроводность пористой матрицы, (k2 — проницаемость 
матрицы, μ — вязкость жидкости). Индекс i=1,2 в (1) определяет соответст

вующую зону в пласте, — пьезопроводность трещин в i-ой 

зоне, в обеих зонах p1 — давление в трещинах, p2 — давление в пористой мат
рице. Для первой зоны R0≤r≤R1, для второй зоны R1≤r≤R2.

Граничные условия для (1) приняты следующие:
		  p1(R0) = p2(R0) = p0, p1(R2) = p2(R2) = p

0.		          (2)
Нелинейное слагаемое в правой части (1) описывает поток в деформируемых 

трещинах [9], линейное слагаемое — поток в блоках пористой матрицы. В со-
ответствии с моделью [9] фильтрация по трещинам в первой зоне осуществляется 
при условии p1>σ1, во второй зоне — при условии p1>σ2. В случае p1≤σ1, в i-ой 
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зоне возникает область закрытых трещин, и фильтрация в этой зоне осущест-
вляется только по пористой матрице.

В данной работе рассматривается случай p1>(σ2, σ1). Случаи p1≤σi (i = 1,2) 
предполагается рассмотреть в дальнейшем.

Анализ процесса. Интегрируя (1) с учетом условий (2), получим уравне
ния:

,          (3)

где Q, p1(R1) и p2(R1) — неизвестные.
Для исключения p2(R1) складываем уравнения (3). В безразмерных пара

метрах 

,	         (4)

получим выражение дебита

.       (5)

В выражении (5) x — неизвестный параметр, ε<<1 для трещиновато-пористых 
пластов. Величину x можно в первом приближении найти из уравнений (3), 
пренебрегая потоком по блокам и разделив эти уравнения почленно. Уравнение 
для x имеет вид

,		          (6)

где  . 					             (7)

Параметр ν отражает соотношение между размерами зон. Для правильного 
выбора значений параметров в дальнейших числовых расчетах найдем из (7) 
зависимость R1(ν) (рис. 2): 

				    R1(ν) = (R2R0
ν)1:(1+ν).

В данной работе рассматривается фильтрация в пласте без зоны закрытых 
трещин, следовательно, выполнено неравенство p0> p0> (σ1, σ1) или 1> δ> (γ, γβ).
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Рис. 2.

Учитывая, что параметр  характеризует перепад давления в пласте, 

можно в дальнейшем ограничиться рассмотрением случая γ << 1, βγ << 1. Слу-
чай, когда γ, βγ близки к 1, целесообразно рассматривать с областью закрытых 
трещин в пласте, что предполагается сделать в дальнейшем.

При условии (γ, βγ) <<1, уравнение (6) и выражение дебита (5) примут 
вид:

			   (x – y)4 – (δ – γ)4 = α [1 – (x – βγ)4],  		              (8)
		  q = (x – y)4 – (δ – γ)4 + λ [1 – (x – βγ)4]+ 4ε(1 –δ). 		              (9)
Рассмотрим сначала случай β = 1, т.е. в зонах критические давления совпа

дают и зоны отличаются только начальными проницаемостями трещин. Из (8) 
и (9) находим: 

,			          (10)

	 q = q(λ, ν) = (x(λ, ν) – γ)4 – (δ – γ)4 + λ [1 – (x(λ, ν) – γ)4]+ 4ε(1 –δ). 	            (11)

По уравнениям (10), (11) было проведено численное исследование зави
симости  дебита от параметров λ, ν. Пример расчетов показан на рис. 3 для 
значений γ = 0,05; δ = 0,1. Для четырех кривых параметр v имеет различные 
значения, обозначенные на рисунке.

По результатам анализа можно сделать следующие выводы.

1. Дебит растет с увеличением параметра . Этот рост наиболее значи-

тельный при меньших размерах первой зоны (большие значения параметра v).
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Рис. 3.

2. При фиксированном значении λ<1 начальная проницаемость первой зоны 
больше начальной проницаемости второй зоны. Но трещины в первой зоне 
более сильно сжаты по сравнению со второй зоной, поскольку давление жид-
кости в трещинах первой зоны ниже. Большим значениям параметра v со
ответствует меньший радиус первой зоны. С уменьшением размера первой зоны 
увеличивается вторая зона с меньшим значением k2

0 и дебит снижается. При λ>1 
сжатие трещин первой зоны остается тем же, но начальная проницаемость 
трещин второй зоны выше, поэтому дебит скважины выше, чем при λ<1. С уве-
личением λ дебит растет, и этот рост более сильный для больших значений 
параметра v.

3. Все кривые на рис. 2 пересекаются при λ=1, что соответствует случаю 
однозонного пласта (нет различия между зонами).

Практически важное значение имеет зависимость безразмерного дебита q 
от безразмерной депрессии ∆:

. 				          (12)

Эту зависимость находим из (11): 

	 q = q(∆) = (x(λ, ν) – γ)4 – (1 –∆)4 + λ∙(1 –[x(λ, ν) – γ]4]+ 4ε∙∆.         (13)

Заметим, что при ∆=0 (что дает δ = 1) из (13) не следует q=0 вследствие  
предположения (γ, βγ)<<1. Из точного выражения (5) при ∆=0 дебит равен 0.

Примеры зависимости (13) показаны на рис. 4а (λ=0,5) и рис. 4б (v=0,05).
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			   Рис. 4а		  Рис. 4б

Приведенные кривые соответствуют выводам, сделанным выше по рис. 2. 
Рассмотрим теперь случай β≠1, т.е. критические давления в зонах разные. 

Для выделения зависимости процесса от параметра β примем сначала λ=1 (на-
чальные проницаемости зон совпадают). На рис. 5 приведены примеры зависи-
мостей q=q(β) для различных значений параметра v, определяющего радиус 
первой зоны. 

Рис. 5

На основании расчетов можно сделать следующие выводы по зависимости 
q=q(β) при λ=1.

1. Дебит возрастает с ростом параметра , что объясняется следующим 

образом. Рост β может быть вызван увеличением σ2 — более ранней реакцией 
(сжатием) трещин внешней зоны при снижении пластового давления, или сниже-
нием σ1 — более поздним сжатием трещин внутренней зоны. В любом случае это 
приводит к увеличению потока жидкости из внешней зоны во внутреннюю зону.

2. Кривые на рис. 5 пересекаются при β=1, что соответствует однозонному 
пласту.

3. Для значений β<1 (σ1> σ2) трещины во внутренней зоне начнут сжиматься 
раньше, чем во внешней. Поэтому дебит тем больше, чем меньше радиус внутрен-
ней зоны. Дебит скважины в двухзонном пласте меньше, чем в однозонном. 
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Для значений β >1 реагируют раньше трещины внешней зоны, жидкость вытесня-
ется во внутреннюю зону, и дебит увеличивается с увеличением радиуса внутрен-
ней зоны. Дебит для двухзонного пласта больше дебита пласта с одной зоной.

Рис. 6

Для λ≠1 изменение дебита q=q(λ) аналогично рис. 3. Пример зависимости 
дебита от депрессии для различных значений λ приведен на рис. 6.
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АННОТАЦИЯ. Формулируются несколько вопросов о m- , p- и е-сводимости 
вычислимых нумераций.
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KEY WORDS. Computable numerations, m-, p- and e-reducibility.

Для двух нумераций µ и ν одного и того же семейства рекурсивно пере-
числимых множеств S следующим образом определяется m–сводимость µ к ν: 
µ ≤ mν, если существует общерекурсивная функция f такая, что µ = νf. Есте-
ственным образом определяется верхняя полурешетка Lm(S) всех m-степеней 
вычислимых нумераций семейства S, изучению которых посвящена моногра-
фия [1].

В работе [2] автор ввел две новые сводимости нумераций. Говорим, что µ по-
зитивно сводима (ρ-сводима) к ν, если существует p-оператор Ф такой, что

			       (∀s ∈ S) (µ-1(s) = Ф(ν-1(s))).			          (1)

Напомним, что отображение Ф множества P(N) всех подмножеств 
N = {0,1,2, …} в себя называется p-оператором, если существует общерекурсив-
ная функция f такая, что для всех X ∈ P(N) 

			   Ф(X) = {x: (∃y)(y∈Df(x)ΛDy⊆X)},

где Dn — конечное подмножество N с каноническим номером n.
Говорим, что µ сводима к ν по перечислимости (e-сводима), если существу-

ет е-оператор Ф такой, что выполнено условие (1). Оператор Ф называется 
e-оператором, если существует рекурсивно перечислимое множество W такое, 
что для всех X ∈ P(N)

			   Ф(X) = {x: (∃y)(〈x,y〉 ∈ W Λ Dy ⊆X)},
где 〈x,y〉 — канторовский номер пары (x,y), x, y ∈ N.
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Аналогично определяются верхние полурешетки Lp (S) и Le (S) p- и е-степеней 
вычислимых нумераций семейства рекурсивно перечислимых множеств S.

Вопрос 1. Верно ли, что если S содержит два множества A и B таких, 
что A ⊂ B, то Le (S) бесконечна?

Для некоторых частных случаев положительные ответы получены в статьях 
[2], [3].

Вопрос 2. Существует ли семейство рекурсивно перечислимых множеств и 
его вычислимая нумерация такие, что среди ее m-степени нет наибольшей 
m-степени?

Этот вопрос поставлен в статье [4]. Естественен вопрос 2 с заменой в нем 
слова «наибольшей» на слово «наименьшей».

В связи с изучением полурешеток Lp (S) и Le (S) [2-5] возникают вопросы.
Вопрос 3. Верно ли, что если Lp (S) (Le (S)) не одноэлементна, то она 

не является решеткой?
Последнюю информацию о строении полурешеток Lp (S) и Le (S), а также 

о категориях нумерованных множеств Kp и Ke, в которых морфизмы индуциру-
ются p- и е-сводимостями, можно получить из работ [6-8].
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в «гипергауссовских» режимах
АННОТАЦИЯ. Статья посвящена математическому анализу так называемых 

«негауссовских» режимов интегро-дифференциальной задачи изоэлектрического 
фокусирования (ИЭФ). Посредством численного тестирования установлен факт: 
«негауссовские» режимы являются свойством математической задачи, а не ре-
зультатом вычислительной погрешности.

SUMMARY. The article is devoted to the mathematical analysis of so-called “non-
Gaussian” regimen on the base of mathematical modeling by Isoelectric Focusing (IEF). 
By means of numerical testing the fact was establish: phenomena of “non-Gaussian” 
regimen is property of mathematical problem, no result of calculating errors. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. «Негауссовские» режимы, Гауссовское распределение.
KEY WORDS. “Non-Gaussian” -regimen, Gaussian distribution.

Введение. Гауссовское распределение является одним из важнейших и 
наиболее часто встречающихся распределений в естественных науках. Теория 
Гауссовского распределения лежит в основе математической теории изоэлек-
трического фокусирования (ИЭФ) — эффективного и универсального метода 
фракционирования и анализа белков [1]. Практика подтверждает, что Гауссов-
ское распределение применимо к широкому классу так называемых амфолитов-
носителей (амфотерных кислот с высокой буферной емкостью). Распределение 
концентрации компонент смеси имеет Гауссовский вид: C = C0 exp(-pEx2 / 2D), 
где C — концентрация, E — напряженность поля, D — коэффициент диффу-
зии. Гауссовское распределение концентраций амфолитов было получено при 
компьютерном моделировании ИЭФ многими зарубежными исследователями 
[2-4]. С другой стороны, ими же было получено искажение Гауссовского рас-
пределения [5-7]: при высоких плотностях электрического тока распределение 
концентраций на графиках приобретает «платообразную форму», существенно 
отличающуюся от классического Гауссовского (а также распределений Хи-
квадрат, Стьюдента и пр.).

При высоких плотностях тока соответствующая начально-краевая задача 
приобретает ряд особенностей, затрудняющих решение и приводящих к некон-
тролируемому накоплению вычислительной погрешности. Поэтому возникает 
закономерный математический вопрос (оставшийся за рамками работ [5-7], 
являющихся прикладными электрохимическими исследованиями): не являются 
ли наблюдаемые «гипергауссовские» режимы результом систематического на-
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копления погрешности? Корректен ли математически вывод о существовании 
«гипергауссовских» режимов ИЭФ? Ответить на этот вопрос помогло представ-
ленное в настоящей статье исследование математической модели ИЭФ анали-
тическим и численными методами. 

Теоретические обоснования
Физическая и математическая постановка задачи. Водный раствор 

N амфолитов помещен в электрофоретическую камеру (ЭК), представляющую 
собой цилиндр длиной l и радиусом r. Для каждого амфолита известны его 
коэффициенты миграции µk, константы диссоциации реакций K1

(k) и K2
(k), а так-

же общие количества mk, k=1,…,N. Температура T внутри ЭК считается посто-
янной. Под действием постоянного тока плотности J в ЭК сформировано рас-
пределение концентраций амфолитов, приведшее к стационарному распределе-
нию концентрации ионов водорода pH. В данной модели рассмотрено 
продольное осевое сечение ЭК, представляющее собой прямоугольник l и ши-
риной 2r (рис. 1). 

Рис. 1. Внизу: продольное (осевое) сечение ЭК со стационарным распределением трех 
амфолитов; вверху: соответствующие профили концентраций и график pH

Предполагается, что в водном растворе диссоциация k-го амфолита проте-
кает по схемам: NH3

+RCOOH ⇔ NH2RCOOH + H+, NH2RCOOH ⇔ NH2RCOO–+ 
H+, где NH3

+RCOOH, NH2RCOO–, NH2RCOOH — положительный, отрицательный 
и «нейтральный» ионы амфолита, молярные концентрации которого обозначены 

. Общая, или, так называемая, аналитическая концентрация амфо-
лита определяется формулой: . Помимо приведенных реакций 
диссоциации амфолитов в водном растворе следует учитывать реакцию авто-
протолиза воды: H2O ⇔ OH– + H+, приводящую к уравнению: OH = kw

2/H, 
где H — концентрация ионов водорода, OH– — концентрация гидроксил-ионов 
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и kw
2 = 10-14

 
константа автодиссоциации воды. В сделанных предположениях 

(при отсутствии потока вещества через границы ЭК) распределение концентра-
ций ξk(x) и распределение pH(x) описывается следующей одномерной интегро-
дифференциальной задачей (искомые функции не зависят от ординаты и кар-
тина неизменна в любом осевом сечении ЭК): 

;		         (1)

;			          (2)

;		          (3)

, 		          (4) 

.

Здесь: ε=RT/F — стандартный электрохимический параметр, где величины 
R, T и F — соответственно универсальная газовая постоянная, температура и 
число Фарадея; E — напряженность электрического поля; µH, µOH 

— подвиж-
ности ионов водорода и гидроксил ионов; Dk, DH, DOH — коэффициенты диф-
фузии ионов, Dk =εµk. Уравнение (1) есть уравнение массопереноса, полученное 
на основании уравнения потока амфолита. Соотношение (2) представляет собой 
обобщенный, то есть с учетом диффузии, закон Ома (плотность тока является 
суммой плотностей токов всех ионов, включая ион водорода и ион гидроксила). 
Уравнение (3) есть уравнение электронейтральности. Интегральное условие (4) 
соответствует закону сохранения массы вещества, в соответствии с которым 
суммарное количество всех трех форм амфолита неизменно и равно mk. 

Основная математическая трудность численного интегрирования системы 
(1)–(4) заключается в том, что: а) при решении системы дифференциальных 
уравнений (1) относительно концентраций необходимо определять величину 
H из алгебраического уравнения (3); б) вместо обычных краевых условий при-
ходится использовать интегральные условия (4). Тем не менее, для низких и 
средних значений J задача решается стандартными асимптотическими и чис-
ленными методами и дает классические Гауссовские распределения концентра-
ций [8-10]. 

Для больших значений J, как следует из уравнений (1), перед функциями 
ξk появляется большой параметр J/ε (ε ≈ 0,0257). Это приводит к дополнитель-
ным трудностям: в) слабые изменения ξk вызывают существенные изменения 
производных, что может привести к неконтролируемому накоплению вычисли-
тельной погрешности; г) в «гипергауссовских» режимах (рис. 2 e,f) в области 
«плато» (а также за пределами области фокусирования амфолита) производные 
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расчетных функций близки к нулю и вероятно «зацикливание» метода Рунге-
Кутта, сопровождаемое выходом на неверное решение-константу; д) в остальных 
точках производные расчетных функций, наоборот, стремятся к бесконечности, 
что может вызвать резкий скачок решения, вплоть до выхода его на отрицатель-
ные (лишенные физического смысла) решения; е) за пределами области фоку-
сирования амфолита его концентрация стремится к нулю, что может привести 
к обнулению искомых функций при недостаточной точности вычислений. Таким 
образом, предварительный анализ задачи и имеющихся результатов численно-
го решения задачи математического моделирования ИЭФ в «гипергауссовских» 
режимах позволяет сделать вывод: для задачи в стандартной формулировке 
велик риск неконтролируемого накопления погрешности. 

Рис. 2. ИЭФ системы из пяти стандартных амфолитов с pH > 7: His—His, His—Gly, 

His, β—Ala—His, Tyr—Arg 

Преобразование системы. Автором было доказано, что исходная интегро-
дифференциальная задача (1)–(4) относительно N+2 неизвестных функций H, 
E, ξk(x), k = 1,2,…,N может быть сведена к краевой задаче относительно 2N не-
известных функций ak(x), nk(x), k = 1,2,…,N:

, 			           (5)
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dnk(x)/dx = ak ϕk(ψ),			          (6)

,	         (7)

			        ϕk(ψ) = δk + ch(ψ — ψk),			           (8)

,	         (9)

 

					     nk(0) = 0,			          (10)

				         nk(l) = mk / πr2,			          (11)

			   .

				  
ξk(x) = 2k ak (x)ϕk(ψ),			          (12)

				         H = kw exp(ψ).			          (13)

Как результат, удалось избавиться от трудностей численного интегрирования 
(а) и (б), указанных выше. Чтобы избежать проблем (в)-(е) были предприняты 
шаги: 1) дополнительная замена переменной; 2) составление оптимизационных 
алгоритмов с контролем выхода на неверные решения. Неизвестная функция 
была представлена в виде экспоненциальной зависимости:

			   ck = bk ⋅ (x), exp(Fk(x)/ε), k = 1,2,…,N, 		         (14)

где bk — постоянный параметр. Экспоненциальная форма решения «отсекала» 
выход на лишенные физического смысла, отрицательные решения. Сомножитель 
1/ε обеспечивал «сглаживание» расчетной функции: малым изменениям Fk(x) 
соответствовали существенные изменения функции ck. Для функций Fk(x) была 
получена краевая задача с условиями (10), (11):

, 			          (15)

, 		        (16)

,     (17)

, (18)
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где параметры µk, µ0, ψk, ψ0 определены формулами (14)-(17). Функции ξk(x) и H 
могут быть определены из уравнений (8), (12), (13). Для решения задачи (15)-
(18), (10), (11) были разработаны два оптимизационных алгоритма, обеспечи-
вающих необходимую точность решения. Первый оптимизационный алгоритм 
был основан на модифицированных методах Рунге-Кутта и Ньютона и обеспе-
чивал эффективное решение начально-краевой задачи при заданной плотности 
тока J. Второй оптимизационный алгоритм, реализующий метод движения по 
параметру, позволял выполнять расчеты в широком диапазоне плотностей тока, 
выбирать оптимальный шаг движения по плотности тока, а также контролиро-
вать процесс накопления вычислительной погрешности, отсекая при этом воз-
можные выходы на неверные решения (возникающие в случае выбора слишком 
большого шага). Алгоритмы были реализованы на языке программирования 
Turbo Pascal с использованием стандартного модуля Graph.

Тестирование модели асимптотическими методами. Принятые меры 
к минимизации вычислительной погрешности еще не дают основания с полной 
уверенностью говорить, что в данном случае удалось избежать систематических 
ошибок и наблюдаемые «гипергауссовские» режимы существуют в действитель-
ности. Поэтому для проверки адекватности построенной расчетной модели был 
использован асимптотический метод тестирования. Автором было установлено, 
что, если при рассматриваемой плотности тока J система (15)-(18) имеет «пла-
тообразное» («негауссовское») решение, то значения функций Fk(x) при x = 0 
определяются асимптотической формулой:

,		         (20)

где .

Результаты исследований и их обсуждение
Расчеты проводились в предположениях: длина ЭК, l = 2 (дм); радиус ЭК r 

= 0,2 (дм); T = 298 (К). Плотность тока измерялась в А/дм.кв. Рассмотрена 
система из пяти стандартных амфолитов с pH > 7: His—His, His—Gly, His, 
β—Ala—His, Tyr—Arg (табл. 1, характеристики взяты из [1]). Исходные коли-
чества амфолитов одинаковы, Mk = 0,1 (моль). Как следует из табл. 2, имеет 
место неравномерность распределения амфолитов по константам диссоциации 
K1

(k), K2
(k) и изоэлектрическим точкам: pI = 0.5(K1

(k) + K1
(k)).

Таблица 1

Характеристики амфолитов

№ Амфолит pK1
(k) pK2

(k) pI ∆pK Подвижность × 10-4

1 His — His  6.80  7.80  7.30  1.00  1.49 
2 His — Gly  6.27  8.57  7.42  2.30  2.40 
3 His  6.00  9.17  7.59  3.17  2.85 
4 β — Ala — His  6.83  9.51  8.17  2.68  2.30 
5 Tyr — Arg  7.55  9.80  8.68  2.25  1.58 
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Как следует из приведенных графиков, при плотности тока J=0,0005 рас-
слоение незначительно, и ни один из амфолитов не достиг еще своего изоэлек-
трического состояния (pис. 2 a). При плотности тока J=0,002 на профиле β-Ala-
His отчетливо проявляется максимум, указывающий на достижение амфолитом 
изоэлектрической точки (pис. 2 b), прослеживается появление максимума на 
профиле His. При J=0.007 (pис. 2 c) изоэлектрического состояния достигают все 
пять амфолитов, причем профиль β-Ala-His имеет вид стандартного гауссовско-
го распределения, в то время как профили His-Gly и His асимметричны; график 
pH монотонно возрастает. При J=0,027 (pис. 2 d) на профиле Tyr-Arg появля-
ется плато, утрачивает сходство с гауссовским распределением, а значит, си-
стема входит в «негауссовский» режим, характеризующийся «негауссовскими» 
распределениями концентраций. При J=0,235 (pис. 2 e) такие «плато» видны 
уже на всех профилях; амфолиты расслаиваются на полосы одинаковой шири-
ны; профили имеют вид правильных прямоугольников для His, β-Ala-His, Tyr-
Arg. Наконец, при J=1,323 (рис. 2 f) профили всех амфолитов имеют вид пря-
моугольников, внутри которых pH и σ постоянны. 

Для данной системы проводилось асимптотическое тестирование по форму-
ле (20). Таблица 2 показывает, что для J=1.307 расчетные и асимптотические 
значения имеют расхождение в пятом знаке после запятой.

Таблица 2

Расчетные и асимптотические значения Fk(x) при J=1.307 

Вели-
чины

 F1(0)  F2(0)  F3(0)  F4(0)  F5(0) 

Расч.  -0.0067712 -1.0472041 -2.7635703 
 

-50.2134548 
 

-180.505632 

Асимп. -0.0067679 -1.0471994 -2.7635745  -50.213453 
 

-180.505631 

Этот факт указывает на высокую точность вычислений в «гипергауссовских» 
режимах. 

Поскольку вычисление расчетных величин Fk(0) не зависит от вычисления 
асимптотических величин Fk(0), то можно сделать основной вывод: феномен 
«гипергауссовских» режимов является свойством математической (и соответ-
ствующей физической) задачи, а не результатом накопления вычислительной 
погрешности. 
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Влияние скорости  
и периода синусоидальной нагрузки,  

движущейся в подземном трубопроводе,  
на окружающий породный массив 

АННОТАЦИЯ. На основе решения задачи о действии подвижной периодиче-
ской нагрузки на тонкостенную круговую цилиндрическую оболочку в упругом 
полупространстве, проведен численный анализ влияния скорости и периода дви-
жущейся в подземном трубопроводе синусоидальной нагрузки на напряженно-
деформированное состояние окружающего его породного массива. 

SUMMARY. On the basis of solved problem about an action of mobile periodic load 
on thin-walled circular cylindrical cover in elastic half-space, the numerical analysis of 
influence of velocity and the period moving in the underground pipeline of sinusoidal 
load on the tense-deformed condition of surrounding massif it is made.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Подземный трубопровод, подвижная нагрузка, 
напряженно-деформированное состояние.

KEY WORDS. Underground pipeline, mobile load, tense-deformed condition.

Обеспечение безопасности эксплуатации подземных трубопроводов, в част-
ности нефтепроводов, является одной из наиболее актуальных задач трубопро-
водного транспорта. Конструкции данных сооружений имеют, как правило, 
большую протяженность и находятся при эксплуатации в условиях многофак-
торного нагружения и агрессивного воздействия окружающей среды. Одним 
из таких нагружений является подвижная нагрузка в нефтепроводе — перио-
дическая, бегущая с постоянной скоростью волна давления, возникающая в ре-
зультате действия импульсивных периодических возмущений от работающих 
компрессоров и вызывающая его колебания. В качестве основных модельных 
задач, используемых для исследования динамики подземных нефтепроводов 
в этом случае, обычно рассматриваются задачи об осесимметричной нормальной 
нагрузке давления, равномерно движущейся по внутренней поверхности кру-
говой цилиндрической оболочки, расположенной в упругом пространстве (в слу-
чае глубокого заложения трубопровода) или полупространстве (в случае мел-
кого заложения трубопровода). Особый интерес вызывает последняя задача, так 
как в этом случае обязательно следует учитывать влияние земной поверхности 
на концентрацию напряжений в окрестности оболочки при дифракции отражен-
ных волн [1].
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Постановка и аналитическое решение задачи. Используя для исследо-
ваний модельный подход, представим подземный трубопровод как бесконечно 
длинную круговую цилиндрическую тонкостенную оболочку, ось которой со-
впадает с осью z декартовой (x, y, z) или цилиндрической (r, θ, z) неподвижной 
системой координат. Оболочка расположена в линейно-упругом, однородном и 
изотропном полупространстве x ≤ h, параллельно его горизонтальной границе 
x = h (земной поверхности), свободной от нагрузок. Обозначим радиус срединной 
поверхности оболочки R (R < h), а ее толщину — h0. В силу малости толщины 
оболочки полагаем, что массив контактирует с оболочкой вдоль ее срединной 
поверхности. Контакт между оболочкой и массивом полагаем жестким. Физико-
механические свойства оболочки и массива характеризуются соответственно 
следующими постоянными: ν0, ν — коэффициенты Пуассона; µ0, µ — модули 
сдвига; ρ0, ρ — плотности. Пусть на внутреннюю поверхность оболочки действу-
ет движущаяся с постоянной скоростью с в направлении оси z нагрузка Р, пе-
риодическая по z. При этом будем считать, что скорость движения нагрузки 
меньше скоростей распространения волн сдвига в массиве (дозвуковой случай). 

Определим реакцию полупространства на данную подвижную нагрузку, 
используя для описания его движения динамические уравнения теории упру-
гости в подвижной системе координат η = z — ct [1]:

,	         (1)

где u — вектор смещения упругой среды; Mp = c/cp, Ms = c/cs — числа Маха; 
cp, cs — скорости распространения волн расширения-сжатия и сдвига в среде, 
∇2 — оператор Лапласа.

Для описания движения оболочки воспользуемся классическими уравне-
ниями теории тонких оболочек [2], которые в подвижной системе координат 
имеют вид

,

,   (2)

где u0η, u0θ, u0r — перемещения точек срединной поверхности оболочки; qη, qθ, 
qr — составляющие реакции окружающей оболочку среды (при r = R qη = σrη, 
qθ = σrθ, qr = σrr, где σrj — компоненты тензора напряжений в среде, j = η, θ, r); 
Рη(θ,η), Рθ(θ, η), Рr(θ, η) — составляющие интенсивности подвижной нагрузки 
P(θ,η).

Так как граница полупространства свободна от нагрузок, то при x = h
				    σxx = σxy = σxη = 0.			               (3)
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При жестком сцепления оболочки с массивом

.			           (4)

Здесь ur, uθ, uη — компоненты вектора u. 
Задача сводится к совместному интегрированию уравнений движения мас-

сива (1) и оболочки (2) при выполнении граничных условий (3), (4).
Выразив u через потенциалы Ламе [1] 

преобразуем (1) к виду u = gradϕ1 + rot(ϕ2eη) + rotrot(ϕ3eη),

,			          (5)

где М1 = Мp, М2 = М3 = Мs.
Рассмотрим случай синусоидальной подвижной нагрузки с произвольной 

зависимостью от угловой координаты 

, 	         (6)

где константа ξ определяет период T = 2π/ξ действующей нагрузки.
Потенциалы ϕj также будем искать в виде периодических функций по η
				    ϕj(r,θ,η) = Фj(r,θ)eiξη.			           (7)
Из (5) и (7) следует, что

			∆   2Фj — mj
2ξ2Фj = 0, j = 1,2,3.			           (8)

Здесь mj
2= 1 — Mj

2, m1 ≡ mp, m2 = m3 ≡ mS, ∆2 — двумерный оператор Ла-
пласа.

Выразив компоненты напряженно-деформированного состояния (НДС) мас-
сива через потенциалы Ламе, можно получить выражения для перемещений ul 
и напряжений σlm от синусоидальной подвижной нагрузки в декартовой (l = x,y,η, 
m = x,y,η) и цилиндрической (l  =  r,θ,η, m =  r,θ,η) системах координат как 
функции от Фj.

Так как скорость нагрузки меньше скорости распространения волн сдвига 
в массиве, то Ms < 1 (ms > 0) и решения (8) можно представить в виде [1]

,			           (9)

 	 , ,

где Kn(kjr) — функции Макдональда, kj=mjξ; gj(ξ,ζ), anj — неизвестные функции 
и коэффициенты, подлежащие определению, j = 1,2,3.

Используя с учетом (3) метод разложения потенциалов на плоские волны 
и переразложения плоских волн в ряды по цилиндрическим функциям [1], 
можно выразить функции gj(ξ,ζ) через коэффициенты anj и получить аналити-
ческие выражения для компонент НДС массива при скоростях движения на-
грузки меньших, чем скорость волны Рэлея cR в полупространстве, где неиз-
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вестными будут только коэффициенты anj, j = 1,2,3. Для определения последних 
следует воспользоваться граничными условиями (4).

Для перемещения точек срединной поверхности оболочки при действии 
синусоидальной подвижной нагрузки, имеем

.	        (10)

Подставляя (6) и (10) в уравнения (2), для n-го члена разложения получим

,

 ,	        (11)

,

где 

а qnη = (σrη)n, qnθ = (σrθ)n, qnr = (σrr)n при r = R.

Разрешая (11) относительно u0nη, u0nθ, u0nr, находим

,		         (12)

Здесь δn = (ε1ε2ε3)
2 — (ε1ξ1)

2 — (ε2ξ2)
2+ 2ξ1ξ2ξ3, 



101

Физико-математические науки. Информатика

Влияние скорости и периода синусоидальной нагрузки  ...

;

для Pnj и qnj индекс j = 1 соответствует индексу η, j = 2-θ, j = 3-r.
Подставляя (12) в (4) и приравнивая коэффициенты рядов Фурье-Бесселя 

при einθ, получим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений 
для определения коэффициентов anj. Для решения этой системы можно исполь-
зовать метод редукции, но наиболее удобным для решения поставленной за-
дачи является метод последовательных отражений [3], который позволяет 
на каждом последовательном отражении решать системы линейных уравнений 
блочно-диагонального вида. Как показали исследования определителя данной 
системы, его обращение в ноль возможно только при скоростях нагрузки не 
меньшей, чем скорость рэлеевской волны cR. 

В случае произвольной периодической по η нагрузки, разлагая ее в ряд 
Фурье, для каждой составляющей ряда получим вышерассмотренную задачу.

Численный анализ НДС породного массива в окрестности подзем-
ного трубопровода. Исследуем влияние на напряженно-деформированное 
состояние окружающего трубопровод массива скорости движения c и периода 
T = 2π/ξ нормальной осесимметричной синусоидальной нагрузки Pr ≡ P с ам-
плитудой PA, оказывающей наибольшее давление на внутреннюю поверхность 
трубопровода в начале подвижной системы координат (η = 0). В качестве при-
мера рассмотрим подземный стальной трубопровод в массиве алевролита 
(ν = 0,28, µ = 4,69⋅103 МПа, ρ = 2,7⋅103 кг/м3, cs = 1318 м/с; cR = 1218 м/с [4]) 
с характеристиками: ν0 = 0,3, µ0 = 8,08⋅1010 Па, ρ0 = 7,8⋅103 кг/м3; R = 0,703 м, 
h0 = 0,014 м [5]. Принимаем небольшую глубину заложения трубопровода h = 2R. 
Контакт трубопровода с массивом полагаем жестким. 

В таблицу 1 помещены результаты расчетов максимальных прогибов земной 
поверхности ux = uxµ/PA (η = y = 0, x = h) при различных скоростях c и пе-
риодах T нагрузки. 

Таблица 1

Максимальные прогибы u°
x земной поверхности 

c, м/с

T, м
2π π π/2 π/4 π/8

u°
x, м

100 0,293 0,150 0,035 0,002 0,000
400 0,311 0,167 0,040 0,003 0,000
600 0,337 0,194 0,050 0,004 0,000

Из анализа результатов расчетов следует, что возрастание скорости движе-
ния нагрузки ведет к увеличению прогибов земной поверхности. С уменьшени-
ем T прогибы уменьшаются и при T = π/4 м, то есть при T/h = 0,6, они, как 
и другие компоненты НДС земной поверхности, практически равны нулю для 
всех рассматриваемых скоростей нагрузки. В этом случае толщина окружаю-
щего трубопровод динамически активного слоя массива приблизительно равна 
половине его глубины заложения — h/2 = R. При дальнейшем уменьшении T, 
толщина динамически активного слоя становится меньше. Таким образом, 
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в случае T/h < 0,6 для расчета трубопровода на данную нагрузку можно ис-
пользовать более простую расчетную схему — оболочку в безграничном упру-
гом пространстве. 

В таблице 2 для нагрузки с периодом T = π/8 м приведены результаты 
расчетов напряженно-деформированного состояния массива на контуре попереч-
ного сечения трубопровода в подвижной координатной плоскости xy, произ-
веденные по двум расчетным схемам (РС): 1 — оболочка в упругом полупро-
странстве, 2 — оболочка в упругом пространстве. Скорость движения нагрузки 
c = 800 м/с. В таблицах приняты следующие обозначения: u°

r = urµ/PA, м, 
σ°

rr = σrr/PA , σ°
θθ = σθθ/PA, σ°

ηη = σηη/PA . 

Таблица 2

Компоненты НДС массива на контуре поперечного сечения трубопровода 
(T = π/8 м, c = 800 м/с)

РС
Комп. 
НДС

θ, град.

0 30 60 90 120 150 180

1

u°
r 0,057 0,057 0,057 0,057 0,057 0,057 0,057

σ°
rr

-1,115 -1,115 -1,115 -1,115 -1,115 -1,115 -1,115

σ°
θθ -0,259 -0,259 -0,259 -0,259 -0,259 -0,259 -0,259

σ°
ηη -0,550 -0,550 -0,550 -0,550 -0,550 -0,550 -0,550

2

u°
r 0,057 0,057 0,057 0,057 0,057 0,057 0,057

σ°
rr

-1,115 -1,115 -1,115 -1,115 -1,115 -1,115 -1,115

σ°
θθ -0,259 -0,259 -0,259 -0,259 -0,259 -0,259 -0,259

σ°
ηη -0,550 -0,550 -0,550 -0,550 -0,550 -0,550 -0,550

Как видно из таблицы, даже при относительно близкой скорости движения 
нагрузки с данным периодом к скорости рэлеевской волны, отличия в значе-
ниях компонент напряженно-деформированного состояния исследуемого кон-
тура, полученных при использовании различных расчетных схем подземного 
трубопровода, отсутствуют. 

Результаты аналогичных расчетов при периоде T = 2π м и скорости нагруз-
ки c = 100 м/с, помещены в таблицу 3. 
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Таблица 3

Компоненты НДС массива на контуре поперечного сечения трубопровода 
(T = 2π м, c = 100 м/с) 

РС
Комп. 
НДС

θ, град.
0 30 60 90 120 150 180

1

u°
r 0,396 0345 0,253 0,196 0,184 0,193 0,199

σ°
rr -0,698 -0,680 -0,653 -0,661 -0,693 -0,719 -0,725

σ°
θθ 0,578 0,650 0,728 0,703 0,613 0,520 0,479

σ°
ηη -0,315 -0,289 -0,253 -0,245 -0,259 -0,275 -0,282

2

u°
r 0,213 0,213 0,213 0,213 0,213 0,213 0,213

σ°
rr -0,726 -0,726 -0,726 -0,726 -0,726 -0,726 -0,726

σ°
θθ 0,499 0,499 0,499 0,499 0,499 0,499 0,499

σ°
ηη -0,259 -0,259 -0,259 -0,259 -0,259 -0,259 -0,259

Из анализа результатов следует, что даже при относительно низких ско-
ростях движения нагрузки, отличия в значениях сравниваемых выше компонент 
напряженно-деформированного состояния породного массива довольно суще-
ственны. С увеличением скорости движения нагрузки эта тенденция усили-
вается.
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Растекание жидкости во влажной пористой среде
АННОТАЦИЯ. Рассмотрен процесс растекания жидкости во влажной пористой 

среде вдоль поверхности насыщения.
SUMMARY. The process of spreading of the liquid in a wet porous medium along 

the surface saturation considered.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Пористая среда, фильтрация, жидкость.
KEY WORDS. Porous media, filtration, fluid.

Введение. Процессы сброса жидких отходов широко распространены как 
в хозяйственной деятельности человека, так и в природе. Этим они наносят 
существенный вред окружающей среде. В связи с чем возникает задача лока-
лизации, ликвидации и профилактики вероятных выбросов, которая может быть 
решена с помощью математических моделей, позволяющих прогнозировать по-
ведение жидких сбросов с достаточной достоверностью [1-5]. 

Рассмотрим процесс растекания жидкости во влажном грунте. Насыщенность 
грунта растет с глубиной и достигает предельного значения на некоторой го-
ризонтальной поверхности. Вблизи этой поверхности находится источник другой 
более легкой жидкости. Эта жидкость радиально движется в пористой среде 
вдоль поверхности насыщения. Необходимо определить скорость и форму рас-
текающегося пятна.

Допущения. Растекание жидкости изучим на основе математической мо-
дели, построенной аналогично теории «мелкой воды». Подобное приближение 
справедливо при следующих допущениях: горизонтальные размеры жидкого 
пятна много больше вертикальных, при этом пренебрегаем вертикальными со-
ставляющими скоростей и ускорений. Изменение давления по высоте подчиня-
ется гидростатическому распределению. Капиллярные эффекты не учитывают-
ся. Жидкость, первоначально насыщающая грунт является менее вязкой.

Математическая постановка задачи. Без учета капиллярных эффектов 
поверхность насыщения будет представлять собой свободную поверхность, выше 
которой находится сухой грунт I, ниже — полностью насыщенный II (рисунке 1). 
Легкая жидкость, частично погружаясь, удерживается на этой поверхности, 
распространяясь в основном радиально. На рис. 1 представлена схема растека-
ния жидкости в насыщенной пористой среде. Здесь h — толщина слоя жидко-
сти выше поверхности насыщения, H — толщина слоя жидкости ниже поверх-
ности насыщения, υ — средняя по высоте радиальная скорость течения жидко-
сти, r — радиус пятна.
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Рис. 1. Схема радиального растекания жидкости

Принимая во внимание гиростатическое распределение давления на грани-
це жидкостей I-II, получим следующую зависимость

				    p0 + ρg(h +H) = p0 +ρIIgH,

где p0 — внешнее давление, ρ — плотность, g — ускорение свободного падения. 
Используя полученное уравнение связи для давлений на границе, найдем со-
отношение для высот h и H

С учетом принятых выше допущений и предположений уравнение нераз-
рывности жидкости при радиальном растекании по горизонтальной поверхности 
запишем в следующем виде [6-7]

(1)

уравнение импульсов в принятом приближении имеет вид [8-9]:

(2)

где μ — динамическая вязкость жидкости, k — коэффициент проницаемости 
грунта, m — пористость.

Таким образом, получим систему уравнений, описывающую процесс рас-
текания жидкости вдоль поверхности насыщения с учетом влияния силы тя-
жести

(3)

Совместно с системой будем рассматривать три типа условий:
а) постоянный расход 

(4)
б) постоянное давление

h(0, t) = h0; (5)
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в) постоянный объем

const. (6)

Автомодельное решение
По аналогии с [10] ищем автомодельные решения, удовлетворяющие систе-

ме (3) и граничным условиям (4)-(6) в виде

h(r, t) = tnH*H(ξ),

ν(r, t) = tkV*V(ξ),
(7)

где ξ — безразмерная автомодельная переменная, n, k, l — безразмерные 
параметры, E*, H*, V* — размерные постоянные.

Далее подставив автомодельные функции (5) в систему (3), получим два 
обыкновенных дифференциальных уравнения относительно автомодельной 
переменой ξ

; (8)

два алгебраических уравнения относительно параметров k, l, n, выполнение 
которых гарантирует существование автомодельного решения: 

1 = l — k; 

k = n — l;
(9)

и уравнения связи между размерными постоянными:

(10)

Первое решение
Условие постоянного объемного расхода источника имеет вид

.
Переходя к автомодельным переменным (7), получим граничное условие 

для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (8):

ξ H(ξ)V(ξ) = 1, ξ → 0; (11)
связь между параметрами k, l, n 

l + n + k = 0; (12)
и еще одну связь между размерными постоянными:
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(13)

Из алгебраических уравнений (9) и (12) найдем

				    k=-1/2, l=1/2, n=0,

а из уравнений (10) и (13)

.

Распределение безразмерных функций автомодельной переменной ищем 
численно, решая соответствующую краевую задачу.

Рис. 2. Функции автомодельной переменной, удовлетворяющие граничному условию a)

Решение показывает, что при постоянном расходе внешний размер пятна 
жидкости растет со временем по закону

.

Второе решение
Условие вытекания жидкости под постоянным давлением имеет вид:

					     h(0, t) = h0.

Переходя к автомодельным переменным (7), получим граничное условие 
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (8):

H(0) = 1; (14)
связь между параметрами k, l, n

n = 0; (15)
и еще одну связь между размерными постоянными

H* = h0. (16)
Из алгебраических уравнений (9) и (15) найдем

				    k=-1/2, l=1/2, n=0,

а из уравнений (10) и (16) найдем:
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				              H* = h0.
Распределение безразмерных функций автомодельной переменной не из-

менилось.
Третье решение

Условие постоянного объема растекающейся жидкости имеет вид:

const.

Переходя к автомодельным переменным (4), получим граничное условие 
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (8):

(17)

связь между безразмерными параметрами:

n + 2l = 0; (18)
и еще одну связь между размерными постоянными

πH*E*2 = V. (19)
Из алгебраических уравнений (9) и (18) находим 

				    k=-3/4, l=1/4, n=-1/2,

а из уравнений (10) и (19)

В данном случае задача имеет аналитическое решение

Решение показывает, что при постоянном объеме пятно жидкости растет по 
закону

.
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Заключение. Найдена группа автомодельных решений, позволяющих 
проанализировать распространение жидкости в пористой среде вдоль поверх-
ности насыщения при условиях постоянного расхода, давления или объема 
закачки. Показана эквивалентность первого и второго условий для радиально-
го течения.
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Моделирование колебаний границы  
промерзания-оттаивания  

в слое теплоизоляции надземных тепловых сетей 
АННОТАЦИЯ. В работе предложен метод моделирования температурного 

поля в слое теплоизоляции надземных тепловых сетей. Метод основан на решении 
задачи теплопроводности без начальных условий. В граничных условиях исполь-
зуются суточные колебания температуры.

SUMMARY. Method of an overground heat pipeline thermal insulator layer 
temperature field modeling is presented. The method is based on solution of a heat 
conduction problem without initial conditions. Daily temperature oscillation is used in 
boundary conditions.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Теплоизоляция, суточные колебания температуры, за-
дача теплопроводности без начальных условий.

KEY WORDS. Thermal insulator, daily temperature oscillation, heat conduction 
problem without initial conditions.

При надземной прокладке тепловых сетей теплопотери в зимнее время 
определяются не только среднесуточной температурой воздуха, но и суточными 
колебаниями температуры, которые в первом приближении можно считать пе-
риодическими.

В теплоизолирующем материале всегда содержится влага. В зимнее время 
в наружном слое теплоизоляции влага кристаллизуется, так что образуется 
граница фазового перехода ξ. Джоулево тепло, которое выделяется или погло-
щается на границе ξ, оказывает демпфирующее влияние на процесс теплообме-
на и поэтому колебание границы ξ в течение суточного цикла можно считать 
ключевой характеристикой. Колебания величины ξ однозначно определяют 
колебания суммарных теплопотерь.

В настоящей работе излагается методика расчета температурного поля в 
слое теплоизоляции. Эта методика основана на использовании для моделиро-
вания суточных колебаний температуры задачи теплопроводности без начальных 
условий, как это было сделано в работе [1] для процессов в мерзлом грунте, 
в работе [2] для процессов в плоской стенке.

В нашем случае теплообмен происходит в области с осевой симметрией, 
поэтому оказалось целесообразным применить методику приведения осесимме-
тричных задач к плоским, изложенную в работе [3].



111

Физико-математические науки. Информатика

Моделирование колебаний границы промерзания-оттаивания  ...

Для внешнего слоя теплоизоляции, аналогично [2], записываем задачу 
без начальных условий:

(1)

					     t (ξ,τ)=t*,			              (2)

			   t(R, τ) = Α + Β sin (ωt +ε) = f(τ),			          (3)

где τ — время, χ — пространственная координата, R — внешний радиус те-
плоизоляции; ξ — координата границы раздела фаз, t — температура, t* — 
температура фазового перехода, a2

 — коэффициент температуропроводности, 
A — среднесуточная температура, В, ω, ε — константы, характеризующие су-
точные колебания температуры.

Для решения задачи (1)-(3) рассмотрим вспомогательную плоскую задачу:

(4)

				    u (ξ,τ)=t*,				               (5)

			   u(0, τ) = Α + Β sin (ωt +ε) = f(τ).			          (6)

Аналитическое решение задачи (4)—(6) приведено в работе [2]. 
Полагаем ξ1 = R — ξ. В задаче (4)—(6) производим замену переменных

				    x = R — y,				            (7)

которая приводит ее к виду:

(8)

					     u (ξ,τ)=t*,		  	         (9)

			   u(R, τ) = Α + Β sin (ωt +ε) = f(τ).			         (10)

Граничные условия в задачах (1)—(3) и (8)—(10) одинаковы, что позволяет 
использовать метод приведения решения осесимметричной задачи к пло-
ской [3].

Следуя [3], рассмотрим решения соответствующих стационарных задач, по-

лагая const.

Решение стационарной задачи (1)—(3):

.			          (11)
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Решение стационарной задачи (8)—(10):

.	 		         (12)

Выразив x из (12) и подставив в (11), получим

		        (13)

Принимая во внимание, что граница раздела фаз u(0, τ) = Α + Β sin (ωt +ε) = f(τ) 
движется медленно, так что в каждый момент времени τ поле температур в 
области ξ< x< R можно считать стационарным, получим приближенную фор-
мулу, связывающую u(x, τ) и t(x, τ):

.	        (14)

Условие Стефана на границе фазового перехода задаем в однофазной по-
становке, что обусловлено тем, что величина ξ мала в сравнении с самой этой 
величиной. Тогда закон движения границы ξ(τ) задается уравнением:

, 			         (15)

где λ — коэффициент теплопроводности, γ — удельная масса материала, w — 
относительная влажность, k — скрытая теплота таяния воды, С — удельная 
теплоемкость.

С учетом (14) уравнение (15) перепишется в виде

.		         (16)

В (15)—(16) не учитывается изменение межфазной поверхности при изме-
нениях ξ. Такое допущение основано на том, что колебания ξ малы.

Численные анализ показал целесообразность применения данной методики 
для расчета суммарных теплопотерь, подбора толщины и материала теплоизо-
ляции надземных трубопроводов, эксплуатируемых в районах с большой ам-
плитудой суточных колебаний температуры воздуха, таких как север Западной 
Сибири.
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Сравнение результатов расчетов динамических 
моделей манометрических трубчатых пружин

АННОТАЦИЯ. Представлены две динамические модели манометрической труб-
чатой пружины, на основании которых получены два способа расчета частот 
собственных колебаний данных пружин. Приведены зависимости первой частоты 
собственных колебаний от параметра кривизны и тонкостенности, полученные 
в результате расчетов обеих моделей. 

SUMMARY. Two dinamic models of manometric tubular spring are preseted here, 
on which basis two metods of calculation spring fluctuation freguencies are acquired. 
The  dependacies of the first fluctuation freguency on the curvature and thin-shell 
parameters, are presented, which were acquired as a result of calculations of both 
models.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Собственные колебания, манометрическая трубчатая 
пружина, динамическая модель.

KEY WORDS. Natural vibrations, manometric tubular spring, dinamic model.

Манометрические приборы часто работают в условиях вибраций, при этом 
трубчатые пружины, которые являются основными упругими чувствительными 
элементами, совершают колебательное движение, что негативно сказывается 
на точности приборов. Поэтому при проектировании манометрических пружин 
большое внимание должно уделяться динамическим расчетам. Важной харак-
теристикой виброустойчивости является частота собственных колебаний, поэто-
му необходимо найти оптимальную динамическую модель, на основании кото-
рой можно получить приемлемый метод расчета этого параметра.

В первой динамической модели манометрическая трубчатая пружина пред-
ставлена в виде механической системы с двумя степенями свободы. За обоб-
щенные координаты принимается относительный угол раскрытия пружины  

и величина увеличения малой полуоси поперечного сечения трубки w0 

(рисунок 1). 
Для вывода дифференциальных уравнений движения использованы урав-

нения Лагранжа второго рода, которые для системы с двумя степенями свобо-
ды принимают вид:

,		          (1)

где T — кинетическая энергия системы, U — потенциальная энергия.
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При определении потенциальной энергии был принят приближенный закон 
деформации контура поперечного сечения, такой же, как и у прямой трубки.

Рис. 1. Выбор обобщенных координат

Выражения для определения кинетической и потенциальной энергий по-
лучены в работе [1]. После дифференцирования получается система двух одно-
родных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэф-
фициентами:

, 			           (2)

где а11,а22, С11,С22, С12, С21 — коэффициенты инерции и жесткости.
Частные решения этой системы можно представить в виде:

, 		          (3)

где F1 и F2 — неизвестные амплитуды колебаний, зависящие от начальных 
условий; k — собственная частота; β — начальная фаза колебаний.

После подстановки значений φ,w0 и их производных, получается систему, 
которая имеет решение отличное от нуля, если

. 		          (4)

Исключая η из (4), получается уравнение частот:

.		          (5)
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Обозначим k2 =Q, тогда корни квадратного уравнения есть

,     (6)

откуда частоты собственных колебаний равны

.   				           (7)

Вторая динамическая модель трубки Бурдона представлена в виде тонко-
стенного изогнутого стержня, совершающего колебания в плоскости кривизны 
центральной оси (рис. 2). Перемещение центра тяжести поперечного сечения 
с координатой φ разлагается на радиальную w и окружную u составляющие. 

		         a) 					     б)

Рис. 2. Изгиб манометрической трубчатой пружины:  
а) кривой стержень; б) бесконечно малый элемент стержня

Угол поворота поперечного сечения трубки в процессе движения определя-
ется формулой (положительный знак J соответствует повороту против часовой 
стрелки)

,			           (8)

где R — радиус кривизны центральной оси, u — продольное смещение эле-
мента, w — радиальное смещение элемента.

Изменение кривизны χ центральной оси равно производной от угла пово-
рота J по длине дуги

. 		          (9)
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Изгибающий момент в сечении трубки

,		         (10)

где  — жесткость сечения трубки на изгиб; Е — модуль 

упругости материала трубки; μ — коэффициент Пуассона; J(ϕ) — момент 
инерции сечения; Kk(ϕ) — коэффициент Кармана, учитывающий деформацию 
сечения и определенный с помощью полубезмоментной теории оболочек [2]. 

В соответствии с принципом Даламбера, уравнения движения элемента 
трубки принимают вид:

, 			          (11)

где N — продольная сила; N = Dε, D — жесткость сечения на растяжение; 

; ε — удлинение продольной оси элемента ; 

S(ϕ) — площадь поперечного сечения трубки;  — поперечная сила; 

mi(ϕ)
 
— масса единицы длины трубки. 

Система уравнений решалась при следующих граничных условиях: в сече-
нии жесткого закрепления пружины (φ=0) касательное, нормальное перемеще-
ния и угол поворота поперечного сечения трубки равны нулю, а на противопо-
ложном конце (φ=γ) изгибающий момент, перерезывающие, растягивающие 
усилия обращаются в нуль. Решение производилось методом Бубнова-Галеркина 
[3] и реализовано с помощью комплекса программ [4].

Сравнение результатов расчетов произведено на примере трех рядов латун-
ных пружин постоянного сечения с соотношениями полуосей поперечного се-
чения равными двум, пяти и восьми. В каждом ряду пружины отличаются 
толщиной стенки, которая варьируется от 0,1 мм до 1,6 мм. Пружины характе-
ризуются следующими параметрами: радиус трубки-заготовки r=8 мм, радиус 
кривизны центральной оси R=50 мм, центральный угол пружины γ=220˚. Гра-
фики зависимостей частот колебаний от параметра кривизны и тонкостенности  

при различных отношениях полуосей показаны на рису-

нок 3. 
Сравнение результатов расчетов динамических моделей

Сравнение результатов расчетов динамических моделей
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Рис. 3. Сравнение двух методов расчета 

Из графиков видно, что во всем рассмотренном диапазоне трубчатых пружин 
значения собственной частоты колебаний, полученные по энергетической теории 
(первая динамическая модель) несколько выше значений, полученных по стерж-
невой (вторая динамическая модель). Сравнение расчетных значений для одних 
и тех же образцов, полученных данными методами показало, что оба метода 
хорошо согласуются между собой при значениях параметра кривизны и тонко-
стенности μ0<8-10. При увеличении значений этого параметра, отклонение 
между частотами, полученными обоими методами, увеличивается.
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Математическая модель  
напряженно-деформируемого состояния 

манометрической трубчатой пружины с переменной 
по периметру сечения толщиной стенки

АННОТАЦИЯ. Представлена математическая модель напряженно-
деформируемого состояния манометрической трубчатой пружины с переменной 
по периметру сечения толщиной стенки на основании полубезмоментной теории 
оболочек. Проверена адекватность предложенной модели путем сопоставления 
результатов расчета с экспериментальными данными и результатами расчета 
энергетическим методом. 

SUMMARY. A mаthematical model of stress-stain state of a manometric tubular 
spring with the non-constant wall thickness along the perimeter is presented here based 
on the semi-momentless theory of shells. The adequacy of the proposed model was 
checked by collating the experimental results by energy method.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Манометрическая трубчатая пружина, математическая 
модель.

KEY WORDS. Manometric tubular spring, mathematics model.

Манометрические трубчатые пружины широко применяются в качестве 
упругих чувствительных элементов приборов автоматизированных систем 
в различных отраслях промышленности. Наряду с пружинами с постоянной 
толщиной стенки для улучшения метрологических характеристик предложены 
сечения пружин с различным законом изменения толщины стенки по пери-
метру сечения [1].

Вопросы, связанные с расчетом пружин Бурдона с переменной толщиной 
стенки, получили развитие в работе [2], где на основе энергетического метода 
произведен расчет на прочность и жесткость пружин c плоскоовальной формой 
средней линии и произвольным законом изменения толщины стенки. Пред-
ложенное решение, как известно, теряет точность с увеличением кривизны 
пружины.

Ниже, на основании полубезмоментной теории оболочек [3] приведен рас-
чет тонкостенных манометрических трубчатых пружин с переменной по пери-
метру сечения толщиной стенки.

Напряженно-деформированное состояние пружины описывается дифферен-
циальными уравнениями:
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			   ,

.			          (1)

Рис. 1. Манометрическая трубчатая пружина  
а) — деформация под действием давления; б) — меридиональное сечение

В этих уравнениях искомыми являются функции ψ и  безразмерной ко-
ординаты η:

				    η = s/r; r = П/2π,			           (2)
где s — длина меридиана, отсчитываемого от выбранного начала координат; 
r — «приведенный радиус» сечения; П — периметр поперечного сечения сре-
диной поверхности трубки.

Функция  — угол поворота в точке сечения η, то есть изменение началь-
ного угла наклона касательной α0(η):

.			           (3)

Функция ψ(η), характеризующая напряжения в стержне, имеет вид:

,		          (4)

где ν — коэффициент Пуассона материала трубки; Е — модуль упругости 
материала трубки; hm— толщина стенки пружины в точке с координатой η=π/2; 
T1 — нормальное усилие на единицу длины поперечного сечения. Величины с 
индексом 0 относятся к недеформированному состоянию.

Функция t(η) зависит от закона изменения толщины стенки и определяется 
следующим образом:

				    t(η) = h(η)/hm, 				           (5)
где h(η) — толщина стенки сечения.
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Параметры q, μ и m учитывают соответственно нормальное давление p, 
кривизну оси и ее изменение: 

, m= μ-μ0,	         (6)

где R — радиус центральной оси трубки. 
Перерезывающая сила в сечении с r=1 от единичной нагрузки, представле-

на в (2) функцией:

.	         (7)

Уравнения (1) справедливы, если материал трубки упругий и однородный, 
угол поворота мал сравнительно с единицей, размеры поперечного сечения малы 
сравнительно с R.

Рис. 2. Модель «универсального» сечения манометрической пружины .

В уравнениях (1) формa средней линии поперечного сечения задается по-
средством функций cosα и sinα. Вследствие симметрии сечения относительно 
осей x и z достаточно определить данные функции на участке 0 ≤ η ≤ π/2, при 
этом выражая значения угла α(η) через геометрические параметры «универ-
сального» сечения [2] получим:

 		          (8)

В выражении (8):

Математическая модель  
напряженно-

деформируемого 
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.

Для описания известных форм сечений закон изменения толщины стенки 
по периметру сечения представим в виде:

,	         (9)

где hmax — максимальная толщина стенки сечения; hmin — минимальная тол-
щина стенки сечения; η1, η2, η3, η4 — координаты, определяющие закон изме-
нения толщины стенки по периметру сечения (рис. 2). 

Введем обозначения: , . Тогда система уравнений (1) в нор-

мальной форме запишется в виде:

.		         (10)

Система уравнений дополнена граничными условиями:

.		         (11)

В линейном приближении искомые функции представим в виде суммы двух 
частей, пропорциональных соответственно параметру изменения кривизны m и 
параметру нормального давления q:

.	        (12)

В результате подстановки выражений (12) в систему (1), получим две си-
стемы:

.   (13)
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Для решения полученной краевой задачи применен метод стрельбы [4], для 
чего составлена программа в среде МАТLАВ [5].

Для манометрической трубчатой пружины, работающей в режиме свободно-
го хода, когда свободный конец трубки под действием нормального давления 
имеет возможность свободно перемещаться, система разрешающих уравнений 
дополняется условием равенства нулю момента в поперечном сечении трубки:

.		         (14)

Из выражения (12) с учетом (14) определяем относительный угол раскрытия 
пружины:

, где .		         (15)

Результаты сопоставления расчетной чувствительности с эксперименталь-
ными данными для пружин с переменной по периметру сечения толщиной 
стенки и результатами расчета энергетическим методом [2] представлены в та-
блице 1. 
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Как видно из таблицы, расчет манометрических пружин с переменной по 
периметру сечения толщиной стенки по изложенной выше методике, дает воз-
можность оценить чувствительность пружин с достаточно высокой точностью 
по сравнению с энергетическим решением.

Таким образом, предложенная математическая модель с приемлемой для 
практики точностью позволяет оценить напряженно-деформированное состояние 
манометрической трубчатой пружины с переменной по периметру сечения 
толщиной стенки.
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Имитационное моделирование процессов течения 
многокомпонентных газов через пористую структуру  

с использованием технологии NVIDIA CUDA
АННОТАЦИЯ. Статья посвящена применению технологии NVIDIA CUDA, тех-

ники общих вычислений на графических ускорителях, для численной реализации 
математической модели процесса фильтрации отработавших выхлопных газов 
двигателя внутреннего сгорания.

SUMMARY. The article is devoted to the use of NVIDIA CUDA technology, equipment 
general computing on graphics accelerators, for numerical realization of mathematical 
model of the process of filtration of the exhaust of the exhaust gases of the engine of 
internal combustion.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Графический ускоритель, пористая среда, фильтрация, 
параллельные вычисления.

KEY WORDS. Graphics accelerators, porous medium, filtering, parallel computing.

Современные исследования в научных и технических областях требуют все 
больших вычислительных мощностей. Для моделирования различных физиче-
ских, химических, биологических, экологических и иных процессов разрабаты-
ваются сложные программные комплексы, работающие на дорогостоящем обо-
рудовании. Специально для подобных задач строятся кластеры, обладающие 
производительностью в десятки терафлоп и более.

В настоящее время появилась альтернативная тенденция — использование 
нескольких параллельно работающих процессоров или их ядер при обработке 
одной задачи. В частности технология General-purpose computing on graphics 
processing units (GPU общего назначения) — техника использования графиче-
ского процессора видеокарты, позволяющая производить неграфические вычис-
ления на видеоадаптерах. 

Подобный подход оказался настолько успешен, что даже суперкомпьютеры 
в наши дни стали оборудоваться видеокартами, способными выполнять вычис-
ления общего характера. В данной работе мы применим описанную технологию 
для численной реализации математической модели процесса фильтрации от-
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работанных выхлопных газов двигателя внутреннего сгорания, а  также рас-
смотрим, какие параметры модели влияют на производительность и каким об-
разом.

Для реализации данной задачи возьмем систему дифференциальных урав-
нений, представляющих собой локальные (дифференциальные) уравнения 
переноса газа в пористой среде [1]. Решая эти уравнения, можно получить 
полное представление о процессе переноса вещества внутри пористого тела. 
Рассмотрим систему уравнений для ламинарного течения пятикомпонентной 
смеси газов: 

На основе поставленной задачи и дополнительных требований к системе 
определен окончательный набор функций программы:

1) управление параметрами:
	 a) задание начальных параметров;
2) расчет эксперимента по заданным данным:
	 a) реализация процесса фильтрации отработанных газов двигателей 

внутреннего сгорания, на основе молекулярно-кинетической теории;
	 б) распараллеливание расчетов с использованием технологии NVIDIA 

CUDA;
	 в) оптимизация параллельных вычислений;
3) вывод результатов эксперимента.
Система разрабатывалась для работы в операционных системах Windows 

XP/Vista/7. Для написания программы использовался инструментарий раз-
работки программного обеспечения на языке программирования C++ — Microsoft 
Visual Studio 2010. В качестве GPGPU-фреймворка была выбрана технология 
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NVIDIA CUDA, поддерживающая спецификации языка C/С++. Функциональ-
ность данной технологии обеспечивается набором библиотек и правил построе-
ния проекта, позволяя производить вычисления на стороне видеокарты. NVIDIA 
CUDA расширяет стандарт C99 несколькими ключевыми словами, обеспечи-
вающими доступ к ресурсам GPU. Также, не смотря на то, что CUDA полно-
ценно не поддерживает ООП, встраивание ядер (функций, выполняемых парал-
лельно на GPU) в систему классов не вызывает никаких трудностей.

Четыре параметра вычислительной модели представляют для нас наиболь-
ший интерес:

размер генерируемого сегмента фильтра;••
общее количество обработанных пор;••
количество нитей в блоке;••
длина шага по пространству.••

Рассмотрим их влияние на время выполнения компьютерного эксперимен-
та (для чистоты эксперимента использовались две видеокарты GeForce GTX 480 
и NVIDIA GeForce 8800 GT). В ходе каждого опыта изменялся только один из 
параметров, значения остальных будут соответствовать тем, что указаны в экс-
перименте со схемами организации данных. Только в построении зависимости 
между быстродействием и размером блока выполнения ядра количество пор в 
генерируемом сегменте составит 98304. Сделано это для того, чтобы на один 
блок приходилось целое число пор. 

На основе проведенных экспериментов можно сделать следующие выводы:
1. Численная реализация процесса прохождения ОГ через СВС-фильтр очень 

хорошо поддается распараллеливанию. Отношение быстродействия для CUDA-
реализации и однопоточного алгоритма составило 250 раз.

2. Более слабую видеокарту модель загружает даже при небольшом коли-
честве нитей в блоке, а насыщение мощного адаптера происходит лишь при 
значениях, превышающих 128 нитей на блок. 

3. Зависимость времени расчета от размера генерируемого сегмента имеет 
линейный вид. При помощи аппроксимации была получена функция этой за-
висимости для обоих графических процессоров:

			   t8800GT(n) = -0.003 * n + 8.345 * 104,		                 (1)
			   tGTX480(n) = -0.001 * n + 3.25 * 103.		                (2)

4. Время расчета прямо пропорционально количеству пор в фильтре и со-
ответствует:

			   t8800GT(N) = 0.027 * N—42.1,			                 (3)
			   tGTX480(N) = 6.7 * 10-4 * N + 53.3.		                (4)

5. Зависимость быстродействия от шага по пространству для обоих адапте-
ров имеет экспоненциальный вид и выражается соотношениями:

,          (5)

			   tGTX480(∆z) = 3,57 * 103 * e-1.82*∆z + 399.		                        (6)

При проведении компьютерного эксперимента на описанной вычислительной 
модели желательно придерживаться следующих рекомендаций:
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1. Генерировать большие сегменты блока. Это позволяет поднять произво-
дительность за счет уменьшения задержек памяти при пересылке данных с 
хоста на устройство.

2. Использовать блоки, содержащие 128 или 256 нитей. Именно при этих 
значениях время расчета минимально при неизменных прочих параметрах.
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Оптимизационная модель  
планирования деятельности проектных организаций

АННОТАЦИЯ. В статье проведен анализ таких проблем проектных организа-
ций, как невыполнение норм выработки, систематические перегрузки и простой 
сотрудников, что связано, прежде всего, с неэффективным планированием дея-
тельности. Предложена математическая модель планирования деятельности в 
проектных организациях.

SUMMARY. The article analyses such problems in designing organizations, as rate 
non-performance frequent overwork and downtime of employees. It is concerned with 
ineffective planning activity. The paper offers the mathematical model of planning 
activity for design organizations.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Проектные компании, планирование деятельности, ма-
тематическое моделирование.

KEY WORDS. Designing organizations, planning activity, mathematical modeling.

В настоящее время недостаточная эффективность управленческих решений 
в проектных компаниях связана, как правило, с неэффективным планировани-
ем работы производственных отделов. В результате наблюдается невыполнение 
норм выработки, перегрузки или простой сотрудников [1].

Анализ процесса планирования выработки проектных компаний в нефтега-
зовой сфере [1] позволяет сделать вывод, что план составляется путем выбора 
каждым отделом совокупности проектов, которые обеспечат выполнение уста-
новленной нормы выработки на каждого человека в месяц. То есть при плани-
ровании ставится цель — выполнение нормы выработки каждым отделом, а не 
максимизация прибыли предприятия. Хотя на практике наибольшая прибыль 
может зачастую быть достигнута при перевыполнении нормы выработки одним 
отделом, и не выполнении ее другим.

Таким образом, появляется противоречие между интересами отделов и ад-
министрацией компании.

В целях произведенного планирования с учетом согласования интересов, 
как отделов, так и предприятия в целом, перспективна разработка оптимизаци-
онных моделей на основе методов теории иерархических систем [2-3].

Представим предприятие как двухуровневую систему, в которой на нижнем 

уровне n элементов wi,   (отделы предприятия). Деятельность этих эле-
ментов, с одной стороны, достаточно самостоятельна и подчинена собственным 
целям. С другой стороны, она координируется и подчиняется общим целям 
предприятия. Носителем целей предприятия является координирующий центр 
W (администрация).
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Пусть цель координирующего центра — получение максимальной прибыли, 
а также реализация престижных проектов, которые необязательно будут при-
носить высокую прибыль. В качестве дополнительных условий (ограничений) 
примем количество проектов того или иного типа, которые, по мнению центра, 
должны быть выполнены.

Общий вид этой модели для W:

где cj — прибыль от выполнения j-го типа проекта, руб.; gj — престиж j-го 
проекта, балл; xj — количество j-го типа проекта в плане, шт.; αj — минималь-
ное количество j-го типа проекта в плане, шт.; βj — общее количество j-го типа 
проекта, предлагаемое на выполнение внешним заказчиком, шт.; n — количество 
отделов на предприятии, шт.; m — количество типов проектов, шт.

Учитывая условия, установленные координирующим центром для подчи-
ненных ему элементов, модель wi выглядит следующим образом:

,

где kij — прибыль i-го отдела с учетом доли участия в реализации j-го проекта 
(связана с cj); aij — нормативное время выполнения i-м элементом j-го типа 
проекта, ч; fi — численность сотрудников в i-м элементе, чел.; d — количество 
рабочих часов в год.
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Доля участия определяется экспертным путем и нормативными докумен-
тами.

В итоге общая модель будет выглядеть следующим образом:

,

,

,

 (1)

Дальнейшее совершенствование модели связано с возможностью перерас-
пределения сотрудников между отделами, то есть оптимизация уже за счет 
управления fi.

Пусть все n отделов можно разделить на группы Dr ( , ), внутри 
каждой группы сотрудники обладают схожей квалификацией и могут перево-
диться из отдела в отдел. Тогда модель (1) преобразиться в следующую:

,

,

,
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где  — новое количество сотрудников в i-м отделе, чел.; si — количество 
сотрудников, которое можно принять в i-ый отдел, чел.

Данные цели z1, z2, zi могут противоречить друг другу. Тогда решение за-
дачи потребует поиск компромисса, для чего используются методы многокри-
териальной и, в частности, векторной оптимизации.

Данная модель может использоваться для оптимизации управленческих 
решений в проектных организациях, в частности в нефтегазовой сфере. Модель 
обеспечивает согласование глобальных интересов организации и частных инте-
ресов ее составляющих элементов. Дальнейшее развитие модели может быть 
связано с расширением набора критериев.
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Событийное представление моделируемых объектов. 
Правила преобразований

АННОТАЦИЯ. В рамках объектно-ориентированного подхода рассмотрен 
способ формального представления объектов на основе представления мультивек-
торов событий и их преобразований. Введены правила преобразований объектов 
при переходе в новые системы координат.

SUMMARY. Object-oriented approach and presentations method of objects are 
considered. The method is based on the events multivectors. Transformation rules for 
objects are introduced while transforming into the new coordinate system.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Объектно-ориентированное моделирование, геометри-
ческий объект, события, мультивектор событий, преобразования координат 
событий. 

KEY WORDS. Object-oriented modeling, а geometric object, еvents, multivector of 
events, coordinate transformation events.

В работах [1-4] представлены теоретические основы метода формальных 
представлений объектов на основе представления событий и преобразований. 
Концептуальной основой для такого представления является, с одной стороны, 
объектно-ориентированный подход (ООП) к моделированию предметной области 
[5], возникший в инженерии программирования и представления знаний, с дру-
гой стороны, — тензорная методология исследования систем Г. Крона [6-7].

В тензорной методологии одним из ключевых является понятие геометри-
ческого объекта, который может существовать в разных системах координат 
и  который задается как пример в некоторой конкретной системе координат 
и правила преобразования при переходе в новую систему координат.

В ООП при моделировании предметной области (ПО) используется анало-
гичное понятие объекта как интенсионала множества его конкретных предста-
вителей — экземпляров данного объекта. Метод событийных представлений 
(МСП) позволяет установить аналогии между геометрическими объектами 
и объектами в смысле ООП. 

В МСП вводится понятие обобщенного объекта О как некоторой абстракции 
всех объектов данной ПО. Главным при формализации представления обобщен-
ного объекта является представление событий, взаимосвязей между ними и пре-
образований координат событий. 

Как и геометрический объект, абстрактный объект О задается посредством 
экземпляра-примера в некоторой системе координат и множества преобразова-
ний. Универсальность и инвариантность предметной области достигается со-
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бытийными представлениями, в основу которых положено представление коор-
динат событий в барицентрических системах координат. 

При этом представлением экземпляра обобщенного объекта ПО является 
система

				    MP = <δ, Sp, F>,

где δ — символ Кронекера; Sp = {S
αβ , Sαβ , ...., Sαβ } — множество 

мультивекторов событий. Мультивектор события есть пара векторов, координа-
ты которых суть координаты событий входа и выхода в опорном базисе бари-
центрической системы координат, образованной некоторыми другими события-
ми. Исходный опорный базис образуется базисными точками — событиями 
«инициализация» и «деструктуризация» экземпляра объекта. Эти события при-
сущи всем объектам моделируемого мира, в том числе, и самому моделируе-
мому миру. Любой мультивектор событий в собственном базисе, порожденном 
этими событиями, представляется как δ. F: Sp → Sp — инцидентор отношения 
зависимости между событиями (в общем случае многоарного).

Здесь и далее индекс в скобках означает некоторое конкретное значение 
индекса, а без скобок — все множество возможных значений.

Отметим, что любой из элементов S(α)(β) мультивектора событий принима-
ет значение в интервале от 0 до 1. Так, на диаграмме событий, представленной 
на рис. 1, показан мультивектор пары событий S, который имеет координаты: 

S(α)(β)(1) = .

Рис. 1. Графическое представление мультивекторов событий
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Множеству пар событий Sp взаимнооднозначно соответствует множество 

преобразований CP = {C , C , ...., C } перехода из 

опорного базиса событий в собственный (на диаграмме элементам CP соответ-
ствует переход по линии, параллельной пунктиру). С помощью элементов CP в 
некоторый момент времени t (если опорным базисам дана временная интерпре-
тация) можно определить проекцию любой точки s(t) в собственный базис того 
или иного события. 

Обобщенный объект есть интенсионал множества его экземпляров и фор-
мально представляется как экземпляр-пример и множество PQ-преобразований 
TP при переходе из исходной системы координат (P-системы) в новую 
(Q-систему):

				    ОP = < TP , MP >,

				    M (Q) = 
P

)Q(T MP,

где P
)Q(T = { q

pT | p ∈ (p0, p0p1, p0p1p2… , p0p1…pi,…), q ∈ (q0, q0q1, q0q1q2…)} — мно-
жество преобразований перехода из системы координат экземпляра-примера 
(она названа P-системой координат) в новые системы координат других экзем-
пляров объекта (они названы Q-системами координат).

Рассмотрим подробнее PQ-преобразования экземпляров объекта. Обозначим 
T — тензор PQ-преобразования опорного p0-базиса событий при переходе из 
Р- в Q-систему координат. Если при переходе в некоторую конкретную (Q)-
систему координат известна матрица Q коэффициентов разложения опорного 
q0-базиса пары событий по векторам опорного p0-базиса той же пары в исходной 
системе координат, то тензор PQ-преобразования представляется через эту 

матрицу как 
)p(
)q(

0

0
T = QT ( )q(

)p(
0

0
T = QT-1), где индексы α при T опускаем для упро-

щения записи.
Представления пары событий и тензора преобразования базиса событий в 

новых системах координат получаются по следующим правилам PQ-
преобразований (здесь по правилу обобщения проведена замена индексов (p0) 
на p0 и (q0) на q0):

				    Sαβ 0q  = 0

0

q
pT Sαβ 0p ,

				  
10

0

qq
qC = 0

0

p
qT 10

0

pp
pC .

Практический интерес в целях получения новых экземпляров с заданными 
свойствами имеет такой элемент МПС, как граница пары событий. Определим 
границу пары событий как векторную величину:

				    ∂Sα(p)
 = S

α(2) (p) — Sα(1) (p).

В результате PQ-преобразований могут быть выполнены следующие преоб-
разования пар событий, т.е. мультивекторов событий:

сдвига пары событий в опорном базисе;••
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сжатия пары событий в опорном базисе;••
растяжения пары событий в опорном базисе. ••

Отличительные признаки этих операций следующие: при сдвиге ∂S(q)
 = ∂S

(p), 
при сжатии ∂S(q)

 < ∂S
 (p), при растяжении ∂S 

(q)
 > ∂S

 (p), где ∂S 
(q) — граница той же 

пары событий в (Q)-системе координат.
Доказаны следующие инвариантные относительно системы координат 

свойства тензора PQ-преобразования: |det 
)q(
)p(

0

0
T | =1 при ∂S( 0q )

 = ∂S
( 0p );  

| det 
)(
)(

0
0

q
pT | >1 при ∂S 

( 0q )
 > ∂S

( 0p ); |det )q(
)p(

0
0

T | <1 при ∂S 
( 0q )

 < ∂S
 ( 0p ), где 

det — определитель 
)p(
)q(

0

0
T ; | .. | — знак взятия модуля.

Введенные понятия метода событийного представления моделируемых объ-
ектов позволяют перейти к разработке алгоритмов преобразования экземпляра-
примера для получения новых экземпляров объектов с нужными характеристи-
ками. В основе этого лежат операции сдвига, сжатия, растяжения пары событий. 
Характеристиками, которые выступают в качестве критериев преобразований, 
являются: удаление тех или иных событий из множества воспроизводимых со-
бытий экземпляра объекта; изменение момента или места возникновения со-
бытия (при соответствующей физической интерпретации базиса событий); 
включение в множество воспроизводимых новых событий, отсутствующих в ис-
ходном экземпляре. Дальнейшее развитие МСП основывается на введении 
понятий ситуаций и ситуационных базисов, образуемых событиями–признаками 
ситуаций [2]. С учетом этого PQ-преобразования, меняющие координаты со-
бытий — признаков ситуаций, могут рассматриваться как преобразования си-
туаций, в результате которых опосредованным путем исключаются события, 
зависимые от событий-признаков. 
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Применение дескрипционной логики для описания 
архитектуры информационной системы*

АННОТАЦИЯ. Статья посвящена исследованию возможности применения 
дескрипционной логики и онтологии для описания архитектуры информационной 
системы. 

SUMMARY. The article considers possibilities of applying description logic and 
ontology for describing the information system architecture.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Дескрипционная логика, архитектура предприятия, 
онтология, информационная система.

KEYWORDS. Description logic, enterprise architecture, ontology, information 
system.

Наличие в организации документированной бизнес- и ИТ-архитектуры яв-
ляется одной из характеристик ее управленческой зрелости, дополнительным 
фактором инвестиционной привлекательности. Одним из распространенных 
инструментов спецификации архитектуры предприятия является онтология. 
В исследованиях авторов В.А. Виттих, Т.А. Гаврилова, Н.Г. Загоруйко, А.Ф. Ту-
зовского [1], В.Ф. Хорошевского, И.Н. Глухих [2] широко применяются онтоло-
гические модели и аналогичные им когнитивные модели, имитирующие струк-
туру или функционирование организации. Такие модели выражаются в виде 
формальной онтологии, кодируются на формальном языке, основанном на де-
скрипционной логике (ДЛ). Задача построения формальных онтологий с ис-
пользованием ДЛ исследуется в работах T. Gruber, N. Guarino, F. Baader [3], 
S. Rudolph.

Дескрипционные логики являются семейством языков для формального 
описания знаний [3]. ДЛ позволяют в рамках единого формализма пары Tbox 
и Abox описывать как структуры и ограничения, так и осуществлять логический 
вывод, с помощью которого определяется синтаксическая и семантическая кор-
ректность описания системы: проверка разрешимости относительно логик перво-
го порядка, проверка выполнимости или включения концептов, проверка со-
гласованности базы знаний, проверка истинности экземпляров концептов.

* Работа выполнена по проекту «Методология построения управляемой архитектуры 
предприятия на основе онтологического представления информационных систем» в со-
ответствии с заданием Министерства образования и науки Российской Федерации 
на 2012 год.
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Целью данной работы является исследование возможности применения 
ДЛ для описания архитектуры информационной системы.

Под архитектурой системы будем понимать «фундаментальную организа-
ционную структуру системы, воплощенную в ее компонентах, их взаимоотно-
шениях между собой и с окружением, и принципы, управляющие ее построе-
нием и эволюцией» (ANSI/IEEE-Std-1471-2000). Существуют различные архи-
тектурные представления (АП) информационных систем. В работе 
используется АП Д. Захмана [4], которое определяет комплексы разрозненных 
формальных моделей, обеспечивая целостное и непротиворечивое восприятие 
представлений заинтересованных сторон (стратег, владелец, архитектор, про-
ектировщик, разработчик, сотрудник).

Для описания информационной системы интерактивного оффлайн взаимо-
действия студента с преподавателем в системе обучения Института дистанци-
онного образования Тюменского государственного университета (далее — ИДО) 
было построено 32 модели, выявлено и специфицировано около 70 бизнес-
процессов, описан тезаурус терминов предметной области, отработаны с заин-
тересованными сторонами диаграммы потоков данных. Согласована с руковод-
ством модель бизнес-целей ИДО, как упрощенная модель бизнес-плана аспек-
та «почему». В качестве инструмента моделирования использованы язык Unified 
Modeling Language (UML) и семейство языков моделирования IDEF (IDEF0, 
IDEF1x, IDEF3, IDEF5). 

В качестве примера на pис. 1 и 2 приведены две модели представления 
архитектуры. На pис. 1 представлен третий уровень модели Д. Захмана (с точ-
ки зрения архитектора) в аспекте «где». Модель показывает узлы развертывания 
информационной системы (сервера WebServer, ApplicationServer и т.д.), раз-
мещение на них программных компонентов ИС (библиотеки MONO, ISIDE_Core 
и т.д.) и интерфейсы их взаимодействия (драйвер npgsqlDriver, протокол cifs).

Рис. 1. Архитектурное представление с точки зрения архитектора в аспекте «где»
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На рис. 2 представлен четвертый уровень модели Д. Захмана (с точки зре-
ния проектировщика) в аспекте «что». Показаны сочетания класса, студент 
относительно учебного статуса и переходы между ними, как типы приказов 
ректора по движению состава контингента. Модель использует не только Object 
Constraint Language (OCL) конструкции для описания связанных действий-
триггеров с указанием сторожевых условий, когда именно должен сработать 
триггер создания движения студента «выбор специализации», но и комментарии 
проектировщика о принципе расширения типов триггеров.

Рис. 2. Фрагмент архитектурного представления с точки зрения проектировщика 
в аспекте «что»

Благодаря метамодели Object Management Group (OMG) существует воз-
можность описать взаимодействие элементов различных моделей, используя 
язык OCL [5]. В тоже время описание бизнес-процесса и требований к систе-
ме трудно свести к синтаксическим структурам OCL. В работе [6] обоснована 
возможность преобразования UML модели в онтологическое представление. 
Развиваются различные исследовательские проекты и коммерческие инициа-
тивы, в которых UML используется как онтологическое представление на-
прямую или как графический фронт-энд для преобразования в другой язык 
онтологий. 

Для проверки возможности использования онтологического представления 
архитектуры информационной системы была описана на языке ДЛ та же пред-
метная область.

Разработка онтологии указанного бизнес-процесса в терминах ДЛ осущест-
влялась на основании первичных документов и документов предметной области, 
регламентирующих процесс. Разработка архитектуры предприятия потребовала 
анализа 178 документов, разработка архитектуры информационной системы — 
18: должностные инструкции работников различных должностей, связанных 
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с обеспечением учебного процесса; положение об ИДО; положение о системе 
управления методической работой ТюмГУ; положение об особенностях органи-
зации учебного процесса ИДО; учебный план образовательной программы; 
заявление студента на индивидуальный график экзаменационной сессии; реко-
мендация заведующего кафедры о назначении проверяющих преподавателях; 
заявление студента на выбор темы работы; экзаменационная ведомость по дис-
циплине и др.

Интенсиональные знания наполнили TBox конструкциями, полученными в 
основном из документов уровня университета. 

При построении модели онтологии бизнес-процесса среди часто используе-
мых конструкций ДЛ можно выделить следующие. 

Конъюнкцию: ОбразовательнаяПрограмма  ∃ Иметь. (Сроки  Уро-
веньПодготовки), что соответствует текстовой формулировке «В соответствии 
с лицензией Университета в ИДО реализуются различные по срокам и уровню 
подготовки основные образовательные программы высшего профессионального 
образования».

Эквивалентные отношения, отрицание: ДокументыИДО≡¬Документы
Процесса. 

Ограничение на значение роли: РейтинговаяОценка ∀Являться.Нако-
пительная, что соответствует текстовой формулировке «Оценка качества учеб-
ной работы студента по рейтинговой системе является накопительной».

Локальные документы ИДО, сопровождающие процесс интерактивного оф-
флайн взаимодействия студента с преподавателем, дополнили TBox спецификой 
учебного процесса с применением дистанционных технологий, и на сегодняшний 
день онтологическое представление архитектуры этой информационной системы 
включает в себя 439 концептов и 308 ролей. При этом набор используемых 
конструкций расширился при использовании следующих операций.

Дизъюнкция Текущий контроль  ∃ ОсуществлятьВВиде. (Контрольна
яРабота∪Тестирование), что соответствует текстовой формулировке «Текущий 
контроль успеваемости осуществляется в виде контрольной работы или ком-
пьютерного тестирования». 

Численные ограничения на значение роли ДопущенныйСтудент Сту-
дент >35НабиратьБалл, что соответствует текстовой формулировке «Студен-
ты, набравшие в ходе текущего контроля не менее 35 баллов, в зависимости от 
формы промежуточного контроля допускаются к зачету или экзамену».

Построение и контроль непротиворечивости добавляемых правил как TBox, 
так и экстенсиональных данных ABox производились в среде Protégé с исполь-
зованием механизма рассуждений FaCT для проверки онтологии на непротиво-
речивость. Это позволило выявить ряд конфликтов при внесении экземпляра 
концепта в ABox с выражением в TBox. 

Правило из TBox ИндивидуальныйСрокОбучения  ∃Определяется. 
(Студент ЗаявлениеОПродленииСроков), в ABox: ИндивидуальныйСрок 
ОбученияС12дек2011  ∃Определяется. (ЗайцевСергей ДокументыОбИн-
валидности). 

Наличие таких ситуаций подтверждает необходимость сопоставления и про-
верки описаний TBox и ABox с применением формализмов в автоматическом 
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режиме. Все обнаруженные конфликтные ситуации либо демонстрируют упу-
щения в границах моделирования, как в приведенном выше примере, когда 
аналитиками не учтены федеральные правоустанавливающие документы, либо 
демонстрируют разночтения действующего документооборота и реального при-
мера с представлением архитектуры уровня «действующего предприятия».

Формализация архитектуры ИС в виде правил TBox потребовала расшире-
ния семантики ДЛ ALC. В табл. 1 приводятся примеры требуемых расширений 
ДЛ для контекста разрабатываемой системы.

Таблица 1 

Примеры требуемых расширений для контекста разрабатываемого 
представления информационной системы

Название Пример
Расши-
рение 
ДЛ

Ограниче-
ние карди-
нальности 

ролей

ЗаведующийОУУП ∃Иметь.ВысшееОбразование
>3ИметьСтажРаботы.Год, что соответствует тексто-
вой формулировке: «На должность заведующего 
отделом назначается лицо, имеющее высшее профес-
сиональное образование и стаж работы в системе 
высшего образования не менее 3 лет»

Q

Обратные 
роли

Роль «Выполнять» и «Выполняться» в конструкциях 
Студент ∃Выполнять.КонтрольнаяРабота и 
КонтрольнаяРабота ∃Выполняться.Студент.

J

Номиналы

Согласно анализу первичных документов: 
Д.Г.Директоров:Сотрудник Директор; 
Н.В.Замов:∃Утверждать(ГрафикУчебногоПроцесса 
РасписаниеУчебныхЗанятий.

O

Иерархия 
ролей

ИметьВналичии Иметь, ИметьПраво Иметь, 
ИметьСпособ Иметь, ИметьФорму Иметь

H

Транзитив-
ность ролей

РейтинговаяСистемаОценки ∃Иметь.Результат, 
Результат ∃Иметь.РейтинговаяОценка, Рейтинго-
ваяСистемаОценки ∃Иметь.РейтинговаяОценка

S

Рассмотренные конструкции определили использование ДЛ SHOJQ для 
описания встретившихся возможных логических ситуаций.

Выводы
Построенное архитектурное представление информационной системы пред-

ставлено в подходе Д. Захмана. Показана сложность формализации правил 
взаимодействия элементов различных моделей.

Обоснована возможность описания архитектуры информационной системы 
в едином онтологическом представлении с применением ДЛ, что позволяет 
решать задачи обработки запросов к базе знаний предприятия, семантического 
вывода конфликтных и новых знаний из NBox и ABox.
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Модификация табличного алгоритма на основе 
проверки непересекаемости сложных концептов*

АННОТАЦИЯ. Статья посвящена исследованию необходимости изменения 
табличного алгоритма с целью уменьшения времени работы для обеспечения воз-
можности его использования при проверке баз знаний больших объемов.

SUMMARY. The article considers researching the necessity of tableau algorithm 
changing with aim to reduce algorithm work time, for providing an opportunity of its 
using for checking large knowledge bases.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Имитационное моделирование, дескрипционная логика, 
концепт, роль, табличный алгоритм.

KEYWORDS. Simulation modeling, description logic, concept, role, tableau 
algorithm. 

Одним из широко используемых инструментов представления знаний явля-
ется язык дескрипционной логики ALC [1-3]. Представление состоит из терми-
нологического описания концептов и их ролевых отношений (TBox) и описания 
фактов, имеющих место в предметной области (ABox). Применение дескрипци-
онной логики дает возможность осуществлять вывод знаний, неявно содержа-
щихся в описании терминологии в виде GCI-отношений [1], а также осуществлять 
проверку непротиворечивости логики описания предметной области с помощью 
табличного алгоритма. Табличный алгоритм является имитационным алгоритмом 
построения непротиворечивой интерпретации предметной области на основе тер-
минологического описания концептов и их ролей, представленных в TBox. 
Под интерпретацией понимается набор объектов предметной области (могут быть 
вымышленные объекты), причем все концепты, описанные в TBox, должны быть 
представлены хотя бы одним объектом [4-5]. Связь между объектами определя-
ется ролевыми отношениями концептов. Интерпретация является непротиворечи-
вой, если не существует ни одного объекта, который принадлежит концепту и его 
дополнению. Представление знаний является корректным, если существует хотя 
бы одна непротиворечивая интерпретация предметной области. Табличный алго-
ритм имеет экспоненциальную сложность, так как при отнесении объекта к кон-
цепту, являющимся дизъюнкцией других концептов, он должен быть отнесен к 
одному из операндов, соответственно будет порождено 2n таблиц, где n — коли-
чество дизъюнктивных концептов. Существуют оптимизационные техники [6], 
которые сокращают количество выполняемых операций, однако табличный алго-
ритм все же медленно работает при проверке баз знаний больших объемов.

* Работа выполнена по проекту «Методология построения управляемой архитектуры пред-
приятия на основе онтологического представления информационных систем» в соответствии 
с заданием Министерства образования и науки Российской Федерации на 2012 год.
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Целью данной работы является модификация табличного алгоритма, которая 
позволит ускорить построение непротиворечивой интерпретации для сложных 
концептов, состоящих из объединения простых.

Каждый сложный концепт в дескрипционной логике может быть представ-
лен в виде дерева, где каждое поддерево будет представлять собой отдельный 
концепт, причем каждый лист будет представлять простой концепт или его до-

полнение, а каждый внутренний узел дерева будет представлять конструктор:

конъюнкция концептов •• ∏
i

ix будет представлена деревом с корнем, 

имеющим метку ⊓ и потомками, каждый из которых будет представлять кон-
цепт xi;

дизъюнкция концептов •• 
i

ix будет представлена деревом с корнем, 

имеющим метку ⊔ и потомками, каждый из которых будет представлять кон-
цепт xi;

концепт •• ∃r.C, будет представлен деревом с корнем, имеющим метку ∃r 
(где r — роль) и единственным потомком, представляющим концепт C;

концепт •• ∀r.C, будет представлен деревом с корнем, имеющим метку ∀r 
(где r — роль) и единственным потомком, представляющим концепт C;

простой концепт •• C (¬C) будет представлен единственным узлом с меткой 
C (¬C).

Пример сложного концепта, включающий перечисленные выше конструкции, 
представлен на рисунке 1. Для идентификации узлов дерев используется их 
нумерация.

Модификация табличного алгоритма заключается в том, чтобы определять 
может ли существовать непротиворечивая интерпретация еще до полного рас-
крытия всех правил. Покажем что данное утверждение корректно.

Рис. 1. Дерево, представляющее сложный концепт:  
(∃r.¬B⊔∀r.B⊔C⊓D)⊓(∃r.¬B⊔⊓(¬C⊓∀r.¬B⊓(¬D⊔C)))

© А.Г. Ивашко, А.В. 
Григорьев, М.В. Григорьев
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Теорема 1. Если в непротиворечивой интерпретации I существует объект 
x, который принадлежит множеству концептов {C1,C2,…,Cn}, тогда, если суще-
ствует такой концепт D, что ∃Ci ⊑¬D, то при добавлении этого концепта к 
множеству {C1,C2,…,CnD}, то ∃C∈{C1,C2,…,Cn,D} : x∈C, x∈∆i/Ci.

Доказательство.

Предположим, что I
iCxxi ∈∃∀ :: , так как x∈DI, то x∉∆I / DI, а так как 

I
iÑi :∃ I
iCx ∉ ⊑¬ D , то 

I
iCx ∉  при том, что I

iCx ∈ , а значит интерпретация являет-
ся противоречивой. ∎

Пусть R(x) является концептом, представленным поддеревом с вершиной x. 
Обозначим всех прямых потомков вершины x, как P(x), соответственно i-го пря-
мого потомка обозначим как Pi(x). Тогда для определения того, пересекаются ли 
концепты R(x) и концепт R(y) может быть применен следующий алгоритм.

Модифицированный алгоритм построения интерпретации DJ(x,y): 
1. if R(x) ∈D(R(y)) or R(y) ∈D(R(xy)) then return true;
2. if x имеет метку ⊔ and y имеет метку ⊓ then
3. 	  if ∀p1 ∈ P(x)∃p2 ∈ P(y) : DJ(R(p1), R(p2)) then 
4. 		  R(y) → D(R(x)) 
5. 		  return true;
6. if x имеет метку ⊔ and y имеет метку ⊔ then 
7. 	 if ∀p1 ∈ P(x), ∀p2 ∈ P(y), DJ(R(p1), R(p1)) then 
8. 		  R(y) → D(R(x)) 
9.		  return true;
10. if x имеет метку ⊔ and y представляет простой концепт or дополнение 

простого концепта or имеет метку ∃r, ∀r then

11. 	 if ∀p ∈ P(x): DJ(R(p), R(y)) then ))(()( xRDyR → , return true;
12. if x имеет метку ⊓ and y имеет метку ⊓ then 
13. 	if ∃p1 ∈ P(x)∃p2 ∈ P(y) : DJ(R(p1), R(p2)) then 
14. 		 R(y) → D(R(x)) 
15. 		  return true;
16. if x имеет метку ⊓ and y имеет метку ⊔ then
17. 	 if ∀p2 ∈ P(y)∃p1∈P(x) : DJ(R(p1), R(p2)) then 
18. 		 R(y) → D(R(x)) 
19. 		 return true;
20. if x имеет метку ⊓ and if y представляет простой концепт or дополнение 

простого концепта or имеет метку ∃r, ∀r then 
21. 	if ∃p∈P(x) : DJ(R(p), R(y)) then 
22. 		 R(y) → D(R(x))
23. 		 return true;
24. if x имеет метку ∃r and y имеет метку ∀r and роли вершин совпадают 

then 
25. 	if DJ(P1(p), P1(y)) then 
26. 		 R(y) → D(R(x)) 
27. 		 return true;
28. if x имеет метку ∀r and y имеет метку ∃r and роли вершин совпадают 

then 
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29. 	if DJ(P1(x), P1(y)) then 
30. 		 R(y) → D(R(x))
31. 		 return true;
32. if x представляет простой концепт and y представляет простой концепт 

then 
33. 	if R(x)⊑¬ R(y) then 
34. 		 R(y) → D(R(x))
35. 		 return true;
36. return false;
Check(C,E)
1. Перевести концепты C и E в древовидную структуру;
2. ←x корень дерева, представляющего концепт C;

3. ←y корень дерева, представляющего концепт E;
4. if DJ (x,y) then 
5. 	 return C не пересекается с E;
Покажем, что данный алгоритм выполняется корректно.
Лемма 1. Если концепт C является дизъюнкцией концептов c1⊔ c2⊔...⊔ ck 

и концепт D является дизъюнкцией концептов d1⊔ d2⊔...⊔ dh и ∀i,j : c1⊑¬ dj при 
i = i..k, j = 1..h, то C ⊑¬D в любой непротиворечивой интерпретации I.

Доказательство.
Предположим, что в некоторой интерпретации J ∃x : x∈CJ и x∈DJ, тогда 

∃i : x∈ci
J при i=1..k и ∃j : x∈di

J при j=1..h, то x∉∆I / dj
I, но так как по условию 

леммы ∀i,j:ci⊑¬ cj, то x∉ci
J, а значит интерпретация J является противоречивой, 

значит C⊑¬D в любой непротиворечивой интерпретации. ∎
Лемма 2. Если концепт C является дизъюнкцией концептов c1⊔ c2⊔...⊔ ck 

и концепт D является конъюнкцией концептов d1⊓ d2⊓...⊓ dh и ∀i,∃j : ci⊑¬ dj 
при i = i..k, j = 1..h, то C⊑¬D в любой непротиворечивой интерпретации I.

Доказательство.
Предположим, что в некоторой интерпретации J ∃x : x∈CJ и x∈DJ, тогда 

∃i : x∈ci
J при i=1..k и ∀j:x∈dj

J при j=1..h, то x∉∆J / dj
J, но так как по условию 

леммы ∀i,∃j : ci⊑¬ dj, то x∉ci
J, а значит интерпретация J является противоре-

чивой, значит C ⊑¬D в любой непротиворечивой интерпретации. ∎
Лемма 3. Если концепт C является конъюнкцией концептов c1⊓ c2⊓...⊓ ck 

и концепт D является конъюнкцией концептов d1⊓ d2⊓...⊓ dh и ∃i,∃j : ci⊑¬ dj 
при i = i..k, j = 1..h, то C ⊑¬ D в любой непротиворечивой интерпретации I.

Доказательство.
Предположим, что в некоторой интерпретации J ∃x : x∈CJ и x∈DJ, тогда 

∀i:x∈cj
J при i=1..k и ∀j:x∈dj

J при j=1..h, то x∉∆J / dj
J, но так как по условию 

леммы ∃i,∃j : ci⊑¬ dj, то x∉cj
J, а значит интерпретация J является противоречи-

вой, значит C ⊑¬D в любой непротиворечивой интерпретации. ∎
Лемма 4. Если C ⊑¬D, то x∈CI и x∉DI в любой непротиворечивой интер-

претации I.
Доказательство.
Рассмотрим произвольную интерпретацию J. Предположим, что существует 

такой объект x∈CJ и x∈DJ, тогда x∉∆J / DJ, значит x∈∉CJ, но т.к. x∈CJ, то рас-
сматриваемая интерпретация является противоречивой. ∎

© А.Г. Ивашко, А.В. 
Григорьев, М.В. Григорьев
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Лемма 5. Если концепт C является образуется с применением конструк-
тора ∃R.F и концепт D образуется с применением конструктора ∀P.E и R=P и 
E⊑¬ F, тогда C⊑¬D.

Доказательство.
Предположим, что в некоторой интерпретации J ∃x : x∈CJ и x∈DJ, тогда 

объект x имеет R-последователя у, такого, что y∈EJ, y∈FJ, однако по лемме 4, 
интерпретация J является противоречивой. ∎

Теорема 2. 
Если при выполнении алгоритма 1, значение Check(C,E) истинно, тогда 

EI⊆∆I/CI в любой интерпретации I.
Доказательство.
Докажем по индукции от высоты h дерева, представляющего концепт C и 

высоты дерева t, представляющего концепт E:
При h=1, t=1, C и E являются простыми концептами, тогда функция DJ вер-

нет истинное значение только при E ⊑¬ C  и по лемме 4 EI⊆∆I/CI;
1. Предположим, что функция Check(C,E) работает корректно при всех 

h=h1, и t=t1. Покажем, что функция работает корректно при h=h1+1 и t=t1+1, тог-
да концепт C имеет высоту h1+1, и концепт E имеет высоту t1+1. 

Рассмотрим 4 случая:
а) если концепт C является конъюнкцией других концептов, и концепт E 

является дизъюнкцией, или концепт C является дизъюнкцией других концептов, 
и концепт E является конъюнкцией концептов, тогда по лемме 2 выполняется 
EI⊆∆I/CI;

б) если концепт C является конъюнкцией других концептов, и концепт E 
является конъюнкцией концептов, тогда по лемме 3 выполняется EI⊆∆I/CI;

в) если концепт C является дизъюнкцией других концептов, и концепт E 
является дизъюнкцией концептов, тогда по лемме 1 выполняется EI⊆∆I/CI;

г) если концепт C образуется с применением конструктора ∃R.F, и концепт 
E образуется с применением конструктора ∀P.D и R=P, тогда по лемме 5 вы-
полняется EI⊆∆I/CI;

2. Предположим, что функция Check(C,E) работает корректно при всех 

1hh =  и 1tt = . Покажем что функция работает корректно при h=h1 и t=t1+1, 
тогда концепт C имеет высоту h1, и концепт E имеет высоту t1+1. 

Рассмотрим 2 случая:
а) если концепт C образуется с применением конструктора ∃R.F или 

конструктора ∀R.F и концепт E является дизъюнкцией, тогда по лемме 1 при 
том, что концепт C является дизъюнкцией одного дизъюнкта, выполняется 
EI⊆∆I/CI;

б) если концепт C образуется с применением конструктора ∃R.F или кон-
структора ∀R.F, и концепт E является конъюнкцией, тогда по лемме 2 при 
том, что концепт C является дизъюнкцией одного дизъюнкта, выполняется 
EI⊆∆I/CI. ∎

Рассмотрим пример работы табличного алгоритма с применением данной 
модификации. 
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Пусть множество аксиом TBox состоит из следующих аксиом:
1. Студент ⊑ Участник ⊓ ∃выполнять.Контрольная работа;
2. Участник ⊔ ∃выполнять.Контрольная работа ⊑ ¬Преподаватель ⊓ Участ-

ник;
3. Студент ⊑ ¬Контрольная работа;
4. Преподаватель ⊑ ¬Контрольная работа;
5. Преподаватель ⊑ Участник;
В начале работы табличного алгоритма каждая аксиома будет переведена 

в вид сложного концепта:
1. ¬Студент ⊔ Участник ⊓ ∃выполнять.Контрольная работа;
2. ¬Участник ⊔ ∀выполнять.¬Контрольная работа ⊔ ¬Преподаватель ⊓ 

Участник;
3. ¬Студент ⊔ ¬Контрольная работа;
4. ¬Преподаватель ⊔ ¬Контрольная работа;
5. ¬Преподаватель ⊔ Участник;
После чего будет создан объект интерпретации x, отнесенный к произволь-

ному простому концепту (в данном случае к концепту Студент), и ко всем 
переведенным аксиомам. Затем каждый из сложных концептов будет раскрыт 
в соответствии с правилами табличного алгоритма [1], [3]. При раскрытии 
первого концепта, не может быть выбран концепт ¬Студент, так как в этом 
случае объект x будет отнесен в концептам ¬Студент и Студент, что приведет 
к противоречивой интерпретации, соответственно будет выбран концепт Участ-
ник ⊓ ∃выполнять.Контрольная работа. При раскрытии второго концепта, не-
обходимо выбрать один из операндов дизъюнкции, представленного в виде 
дерева на рис. 2, и проверить на непересекаемость с уже добавленными кон-
цептами, представленными на рисунке 3.

Рис. 2. Раскрываемый концепт

© А.Г. Ивашко, А.В. 
Григорьев, М.В. Григорьев
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Рис. 3. Добавленный концепт

При добавлении левого поддерева дерева, представленного корнем в вер-
шине 4, функция Check(R(0),R(5)) сообщит о том, что данные концепты не пе-
ресекаются, так как R(5)∈D(R(0)), потому что R(7)∈D(R(1)), так как концепты 
«Участник» и «¬Участник» являются непересекающимися и R(8)∈D(R(2)), так как 
обе вершины имеют роль «выполнять» и R(9)∈D(R(3)), так как концепты «Кон-
трольная работа» и «¬Контрольная работа» являются непересекающимися.

Непротиворечивая интерпретация построенная табличным алгоритмом, при-
мет вид, представленный на рисунке 4.

Рис. 4. Интерпретация построенная табличным алгоритмом

Выводы
1. Разработана модификация табличного алгоритма, которая позволит умень-

шить количество выполняемых операций за счет сокращения перебора заведомо 
неправильных вариантов выбора при раскрытии объединения концептов.  
Это в свою очередь дает возможность использовать его при проверке баз знаний 
больших объемов, как, например, антологическое представление архитектуры 
информационных систем.

2. Доказана корректность работы модифицированного алгоритма для любых 
баз знаний, описанных на языке дескрипционной логики ALC. 
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Математическое обеспечение динамической 
интегрированной экспертной системы поддержки 

принятия решений в маркетинге
АННОТАЦИЯ. В статье рассмотрены вопросы математического обеспечения 

маркетинговой экспертной системы для поддержки принятия решений на основе 
анализа предпочтений потребителей. 

SUMMARY. This article proposes the questions of software marketing expert systems 
for decision support based on an analysis of consumer preferences.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Имитационное моделирование, вычислительный экспе-
римент, анализ предпочтений, маркетинг. 

KEY WORDS. Systems simulation, computer experiment, the analysis of preferences, 
marketing.

Одна из ключевых задач маркетинга — прогнозирование и определение 
путей дальнейшего повышения спроса на выпускаемый продукт с учетом боль-
шого числа разнообразных параметров: вес и габариты товара и его упаковки; 
регион, в котором произведен продукт; внешний облик продукта; качество; 
сервисное обслуживание; взаимосвязь с другими продуктами и т.д. От решения 
задачи прогнозирования предпочтений потребителей во многом зависит, на-
сколько успешно и эффективно организация сможет продвигать производимый 
ею продукт.

Предсказание спроса относится к слабоформализуемым задачам, поскольку 
во многом опирается на экспертный опыт. При этом в роли экспертов могут 
выступать как специалисты-маркетологи, так и сами потребители продукта. 
В последнем случае экспертные знания могут быть получены путем выбороч-
ного опроса потребителей.

В общем виде задача прогнозирования спроса сводится к представлению 
продукта в качестве некоторого объекта p, свойства которого определяются со-
вокупностью характеристик Xi:

				    p={X1,X2,…,XL}.

При этом следует учесть, что эксперты могут сопоставлять рассматриваемый 
объект с уже существующими объектами того же класса. Таким образом, с 
целью учета фактора конкурентоспособности следует рассматривать однотипные 
объекты не изолированно, а объединять их в группы:

				    g={p1,p2,…,pN},
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где pi  — i-й объект-конкурент.
Эксперты оценивают каждый из представленных объектов, сравнивают его 

с объектами того же класса и принимают решение, какой из конкурирующих 
объектов более предпочтителен. При этом их выбор зависит от множества фак-
торов: время года, колебание цен, особенности региона и т.д. Для учета взаи-
мосвязей факторов, оказывающих влияние на предпочтение экспертов одного 
объекта другому, можно воспользоваться методами многофакторного анализа. 
С его помощью возможно построение регрессионной модели, отражающей 
влияние одних характеристик объекта или внешней среды на другие:

				    Y=F(X1,X2,…,XL),

где Y — результативная характеристика объекта;
F — регрессионная зависимость;
Xi — i-я факторная характеристика объекта.
Типичным примером задачи данного класса в маркетинговой деятельности 

является учет взаимосвязи качества и цены выпускаемого продукта. В то же 
время не всегда возможно получить линейное уравнение регрессии, которое бы 
достаточно точно предсказывало зависимость между теми или иными параме-
трами исследуемого объекта. Поэтому в экспертной системе должна быть 
предусмотрена возможность, как использования стандартных нелинейных мо-
делей, так и задания произвольного вида уравнения регрессии с последующим 
варьированием входящих в него переменных в ходе имитационной прогонки. 
В дальнейшем вид функциональной взаимосвязи между параметрами может 
быть изменен, что обеспечит гибкость системы и потенциал для дальнейшего 
совершенствования используемых в ней моделей.

Таким образом, маркетинговая система становится интегрированной экс-
пертной системой (ИЭС), в которой совмещены функционал классической экс-
пертной системы (машина продукционного вывода) и механизм имитационного 
моделирования. Классификация и подробное рассмотрение ИЭС представлены 
в работах [6-7].

При оценивании объектов часто возникает необходимость их сравнения с 
некоторым идеалом, принадлежащим к тому же классу и выступающим в ка-
честве эталона. Для решения этой задачи в маркетинговых исследованиях вы-
полняется свертка n-мерного вектора характеристик объекта в скаляр («модель 
с идеальной точкой» [5]). В модели с идеальной точкой объект-эталон пред-
ставлен в декартовой системе координат, где каждая ось соответствует некото-
рому параметру объектов рассматриваемого класса, а шкала — степени вы-
раженности данного свойства. Координаты объекта-эталона задаются экспер-
тами. После этого определяется положение оцениваемых объектов и 
вычисляется величина их приближенности к объекту-эталону:

,

где Q — оценка степени удаленности исследуемого объекта от эталона;
i — номер характеристики объекта;
L — количество характеристик объектов, участвующих в исследовании;
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Wi — коэффициент значимости i-й характеристики объекта;
Vi — оценка степени выраженности i-й характеристики объекта;
X0i — оценка степени выраженности i-й характеристики эталонного объ-

екта.
При этом приближенность объекта к эталону будет определяться расста-

новкой весов его характеристик, участвующих в сравнении, а также видом 
выбранной метрики. С целью проведения имитационного моделирования пред-
лагается предусмотреть возможность варьирования метрики и значений весовых 
коэффициентов (придавая им, в том числе, и стохастический характер [3]).

Применяя кластерный анализ к модели с идеальной точкой, можно не про-
сто учитывать степень приближенности каждого отдельного объекта к эталону, 
но и группировать объекты по степени сходства между собой. Таким образом, 
задача сравнения объектов с идеалом расширяется до задачи выделения групп 
схожих объектов, объединенных по степени приближенности к эталону. Данное 
разбиение может оказаться полезным при оценивании уровня конкурентоспо-
собности объекта по отношению к объектам-конкурентам.

Следует также учитывать, что конкурентоспособность объекта может быть 
высокой при оценивании его одними экспертами, но оказаться низкой при оце-
нивании другими: разные эксперты могут выставить разные оценки. В связи 
с  этим возникает задача сегментации — объединения отдельных экспертов 
в группы по определенным признакам. Это тем более необходимо, когда в ка-
честве экспертов выступают непосредственные потребители продукта (услуги). 
Такой подход обеспечивает более гибкое оценивание объекта, позволяя опреде-
лить, для экспертов с какими параметрами данный объект является наиболее 
предпочтительным. Сегментация может быть осуществлена на основе анализа 
статистических данных о предпочтениях, собранных в ходе опроса экспертов, 
или (в рамках прогонки имитационной модели) исходя из параметров выбран-
ного закона распределения. Характер распределения предпочтений отражает, 
для каких категорий экспертов оцениваемый объект является более значимым, 
а для каких — менее значимым или вовсе незначимым.

Для каждой экспертной группы определяется вектор параметров идеально-
го объекта (X01,X02,…,X0L). Далее модель с идеальной точкой применяется по 
отношению к каждой группе экспертов в отдельности. На основе полученных 
результатов определяется, к идеалу какой категории экспертов наиболее при-
ближен исследуемый объект.

Данный подход позволяет принимать решение о позиционировании объекта 
на другой группе экспертов или о его улучшении с целью приближения к иде-
алу, установленному для текущей экспертной группы.

Результаты сегментации позволяют наметить дальнейшие действия каса-
тельно оцениваемого объекта. Вариантами дальнейших действий могут быть:

позиционирование объекта только среди определенных групп экспертов;••
модификация объекта с целью приближения к идеалу, установленному ••

для определенных категорий экспертов;
модификация объекта с целью его ориентации на другие экспертные ••

группы;



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.  2012.  ¹  4

154  © И.Г. Захарова, А.Н. Пушкарев

модификация объектов с целью охвата как можно большего числа сег-••
ментов;

создание принципиально нового объекта, отличного от оцениваемого. ••
В качестве нового подхода для построения маркетинговой ИЭС предлагает-

ся после выполнения сегментации анализировать и прогнозировать предпочте-
ния экспертов определенным объектам на основе значений функции полезности. 
Функция полезности, определяющая спрос на объект, складывается из трех 
компонент:

степень близости объекта к эталону;••
значимость объекта для эксперта;••
статистическая ошибка оценивания.••

Следуя [4], функция полезности представлена в виде:

			   Uij=-α║pi — νj║ + (1 — α)Fij + εij,

где uij — оценка полезности i-го объекта j-м сегментом экспертов;
α — параметр, определяющий соотношение между степенью влияния на 

оценку полезности объекта его удаленности от эталона и значимости для экс-
пертов;

pi — вектор характеристик i-го объекта, i=1, 2, …N;
νj — вектор характеристик эталонного объекта у j-го сегмента экспертов, 

j=1, 2, …M;
Fij — функция значимости i-го объекта для j-го сегмента экспертов;
εij — статистическая ошибка оценки полезности i-го объекта для j-го сег-

мента экспертов.
Значение параметра α варьируется в ходе имитационного моделирования. 

При построении имитационной модели важно также учесть фактор времени и 
запаздывающее информационное влияние на экспертов [2], представляющих 
определенные сегменты, со стороны других экспертов. Поскольку сам спрос на 
объект является величиной, зависящей от множества факторов, изменяющихся 
во времени, то скорость изменения функции Fij можно описать системой урав-
нений:

,

где fij — функция изменения во времени спроса на i-й объект для j-го сегмента 
экспертов, τj — временной шаг, определяющий запаздывание изменения спроса 
на j-м сегменте экспертов под влиянием предпочтений в других сегментах. 

Данный подход к моделированию позволяет учитывать возможность влияния 
на предпочтения определенной экспертной группы не только характеристик 
оцениваемого объекта, но и предпочтений представителей других групп экс-
пертов. Реальную ситуацию взаимовлияния экспертов можно упрощенно описать 
функцией, отражающей как прямой, так и обратный характер влияния:

.
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Здесь Ajk характеризует влияние на j-ый сегмент экспертов k-го сегмента. 
В сущности именно свойства соответствующей матрицы и будут определять 
модель взаимовлияния.

Включение в ИЭС функционала для численного решения системы диффе-
ренциальных уравнений дает возможность построить динамическую интегри-
рованную экспертную систему [1], [6]. Такое расширение имитационной моде-
ли в составе маркетинговой ИЭС позволяет получить различные варианты 
прогноза динамики предпочтений продуктов и услуг для определенных сегмен-
тов рынка в условиях взаимовлияния потребителей. 
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Программный комплекс для моделирования аппарата 
кипящего слоя и процессов, протекающих в нем

Аннотация. Рассмотрены модели газодинамики и теплообмена в аппаратах 
кипящего слоя, на основе моделей разработан программный комплекс для моде-
лирования аппарата кипящего слоя.

Summary. The models of gas dynamics and heat transfer in a fluidized bed 
apparatus, based on models developed software package for modeling the fluidized 
bed apparatus.

Ключевые слова. Высокотемпературные отходящие газы, синтез-газ, 
аппарат кипящего слоя, порозность, потери давления, теплообмен.

Key words. High-temperature exhaust gases, synthesis gas, the fluidized bed 
apparatus, porosity, pressure drop, heat transfer.

Чтобы снизить вредное воздействие угля на окружающую среду, многие 
страны заняты поиском более эффективных и чистых способов преобразования 
угля в необходимую энергию. Одним из таких способов является газификация 
угля высокотемпературными отходящими газами от металлургических агрегатов. 
В результате газификации угля образуется высококалорийный газ (синтез–газ), 
который может применяться в газовых турбинах для выработки электроэнергии, 
в котельных агрегатах с целью выработки тепловой энергии для использования 
в системах отопления зданий или переработки в моторное топливо.

Выработка электроэнергии на основе процесса газификации угля обходится 
дороже, чем строительство обычной электростанции, однако экологические вы-
годы очевидны: синтез–газ можно очистить от серы, большинства токсичных 
окисей азота, тяжелых металлов и частиц, что гораздо труднее осуществить 
в дымовых трубах, когда уголь сжигают на обычных электростанциях. Количе-
ство отходов при этом незначительно: серу можно использовать в промышлен-
ных процессах, а минеральный остаток, который плавится и выпадает на дно 
газификатора в качестве шлака, можно применять при строительстве дорог. 
Более того, на международном уровне сейчас обсуждают политику и торговые 
рамки, обеспечивающие контроль выброса СО2 на электростанциях, и здесь 
газификация угля может стать хорошим техническим решением. Такая техно-
логия позволяет более эффективно использовать энергию, чем обычная электро-
станция со сжиганием угля, и позволяет сократить выбросы СО2 при том же 
количестве произведенной электроэнергии. Газификация угля открывает также 
возможность более дешевого и простого способа улавливания СО2, который 
можно отводить по трубопроводам в подземное хранилище или закачивать в ис-
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тощающиеся нефтяные пласты с целью повышения нефтеотдачи. Удаление СО2 
из синтез–газа до его сжигания, когда концентрация СО2 высока и газы нахо-
дятся под большим давлением, оказывается проще и требует меньших затрат, 
чем улавливание его в дымовых трубах, где давление ниже, и он находится 
в смеси с другими отработанными газами.

В настоящее время для газификации угля широко используют аппараты 
кипящего слоя (рис. 1). Аппарат кипящего слоя в общем виде состоит из пяти 
основных частей: решеток на основании и на куполе, цилиндрического корпуса 
и конусообразных переходов. Принцип действия такого аппарата следующий. 
Отходящий газ от металлургического процесса продувается через газораспре-
делительную решетку, одновременно начинают подавать уголь определенной 
фракции. В результате каждая частичка угля омывается высокотемпературным 
газом, частицы становятся подвижными относительно друг друга.

Рис. 1. Схема аппарата кипящего слоя

Основное условие перехода неподвижного слоя в псевдоожиженное состоя-
ние выражается равенством перепада давления в слое насыпному весу. В раз-
вернутой форме это условие имеет вид:

,

где ΔP — полный перепад давления в аппарате кипящего слоя, состоящий 
из двух составляющих, которыми являются насыпной слой и перфорированная 
решетка; H0 — высота слоя в состоянии покоя, м; ρр, ρ — соответственно плот-
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ности частицы и псевдоожижающей среды, кг/м3; m0 — порозность неподвиж-
ного насыпного слоя.

При непрерывной загрузке с одного конца аппарата уголь оседает на газо-
распределительной решетке, где омывается потоком высокотемпературного от-
ходящего газа от металлургического агрегата. В результате химической реакции 
газ становится высококалорийным (примерный состав 60% — СО2 и 40% — 
Н2), и отправляется на дальнейшую обработку. Отработанный уголь (шлак) 
удаляется из аппарата в накопительный бункер при помощи конвейера. 

Таким образом, моделирование аппарата кипящего слоя является трудоем-
ким процессом и требует достаточно большого количества времени для реали-
зации. Для автоматизации процесса разработки и моделирования процессов 
аппарата кипящего слоя был разработан программный комплекс. Задачи, ре-
шаемые программным комплексом, представлены в виде структуры на рисун-
ке 2.

Рис. 2. Задачи решаемые программным комплексом

На первом этапе, согласно техническому условию, вводят требуемые данные 
отходящего газа (химический состав, физические данные, расход и калорий-
ность), затем вычисляют термодинамические параметры отходящего газа 
на  основе известных термодинамических законов. Далее приступают к кон-
структивному описанию аппарата кипящего слоя. В оконный интерфейс про-
граммы (рис. 3) вводятся диаметры аппарата кипящего слоя, диаметры и рас-
стояния между отверстиями газораспределительных решеток и т.д. После этого 
приступают к моделированию процессов, протекающих в аппарате. Прежде 
всего, основное внимание уделено газодинамическому тракту. Определение 
потерь напора на трение является важнейшей задачей, возникающей при газо-
динамическом расчете аппарата. Для определения полных потерь давления 
в аппарате с учетом слоя угля, содержащегося в нем, можно определить из вы-
ражения [1]:

,
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где f — площадь решетки, м2; F — живое сечение решетки, м2 (площадь всех 
отверстий); w — скорость газового потока, м/с; Fc — доля живого сечения 
решетки.

Рис. 3. Оконный интерфейс программного комплекса

Учитывая, что потери напора неразрывно связаны с профилем скоростей, 
для решения данной задачи необходимо установление закономерностей рас-
пределения скоростей по сечению потока. Вместе с тем, вопрос о распределении 
скоростей имеет первостепенное значение также для решения других инженер-
ных задач в области теплопередачи, массообмена, гидро– и пневмотранспорта, 
измерения расходов угля и газа, так как профиль скоростей определяет интен-
сивность турбулентного обмена в различных точках потока и связанный с ней 
перенос тепла взвешенных твердых частиц.

Оба этих вопроса (распределение скоростей и газодинамическое сопротив-
ление) получили полное теоретическое решение для случая ламинарного тече-
ния. Турбулентное течение до последнего времени не поддавалось теоретиче-
скому анализу, и определение потерь напора на трение и профиля скоростей 
при турбулентном течении в аппарате производилось (и производится частично 
в настоящее время) с помощью имеющих узкие пределы применимости эмпи-
рических формул, результаты вычислений по которым часто расходятся.

Количество тепла, переданного от газа к слою в зависимости от времени 
пребывания в аппарате описывается выражением [2]:

,

где αΣ — коэффициент теплоотдачи конвекцией, излучением и теплопрово-
дностью, Вт/ (м2·град); Tг — температура газа, град.; Tн, Tк — соответственно 
начальная и конечная температура загружаемого материала, град.; S — пло-
щадь поперечного сечения слоя, м2; t — время пребывания слоя в аппарате, 
секудны.
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Значение коэффициента αΣ определяется зависимостью выражением:

			   αΣ = αКНВ + αЛУЧ + αКНД.

Конвективная составляющая теплообмена может быть определена по за-
висимости

,

где λ — теплопроводность, w — скорость, м/с; p — давление, Па; c — тепло-
емкость; mст — порозность у теплообменной поверхности; d — диаметр ча-
стиц, м; ν — кинематическая вязкость.

Коэффициент радиационного теплообмена рассчитывается по формуле

,

где σ — постоянная Стефана–Больцмана; εпр — приведенная степень черноты.
Кондуктивный теплообмен между единицей поверхности и псевдоожижен-

ным слоем зависит от относительной площади, приходящейся на частицы

			        αКНВ = 8,95k/d(1 — mСТ)
2/3.

Повышение температуры в аппарате с псевдоожиженным слоем двояко 
сказывается на интенсивности внешнего теплообмена. Во–первых, происходит 
изменение теплофизических свойств дисперсного материала и ожижающего 
агента. Во–вторых, усложняется механизм передачи энергии, существенным 
становится радиационный перенос, роль которого в низкотемпературных систе-
мах пренебрежимо мала. Главной особенностью процесса обмена излучением 
является необязательное наличие среды для передачи энергии. 

Взаимодействие излучения с веществом — весьма сложный процесс, за-
висящий от множества факторов. Он реализуется тремя независимыми физи-
ческими механизмами: рассеянием, поглощением и излучением. Первых два 
обуславливают ослабление падающего излучения, последний усиливает его.

Программный комплекс содержит расширяемые базы данных, которые со-
держат справочно-нормативную и конструкторскую документации, необходимые 
в ходе разработки и исследовании. Полученные результаты оцениваются экс-
пертом, при необходимости вносятся коррективы в конфигурацию установки 
и выполняются перерасчеты.

Для наглядности процессов, протекающих в аппарате кипящего слоя созда-
на имитационная модель, реализованная в среде программирования Delphi. 
При создании имитационной модели был учтен опыт и удобства работы со скадо-
системами. Одно из назначений систем визуализации — отображение техно-
логического процесса в реальном времени (рис. 4). 

Созданная модель позволяет наблюдать процесс в динамике и статике. На гра-
фиках, расположенных справа на рис. 3, отражается динамика процессов в ап-
парате. Кнопка «анимация», находящаяся в правом нижнем углу главной формы, 
вызывает форму анимации процесса псевдоожижения. Формы могут работать 
параллельно и дополнять другу друга.
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Рис. 4. Имитационная модель аппарата кипящего слоя

Использование данного программного комплекса экономит значительную 
часть времени на проектирование, а использование технологий баз данных дает 
возможность накапливать проектные решения и производить мгновенные пере-
расчеты с изменением входных параметров. Программный продукт можно ис-
пользовать не только для целей проектирования и научных исследований, 
но также в качестве обучающей системы для технологического персонала.
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Критический анализ моделей нейронных сетей
Аннотация. В статье описываются сильные и слабые стороны распростра-

нённых на сегодняшний день моделей нейронных сетей с целью выявления причины 
недостаточной активности нейронных сетей на практике.

summаry. Strong and weak sides of neural network models extended today are 
investigated in this article for purpose of revealing the reason of insufficient neural 
networks activity in practice.

Ключевые слова. Входной образ, нейрон, классификация, синаптический 
вес.

Key words. Entrance image, neuron, classification, synapse weight.

Введение. Цель работы — выяснение причины недостаточной активности в 
использовании на практике мощного инструмента распознавания и классифика-
ции образов — искусственных нейронных сетей (ИНС). Для этого ниже приво-
дится краткий обзор и критический анализ распространенных моделей ИНС.

Персептрон Розенблатта. Персептрон Розенблатта является одной из ран-
них моделей ИНС. Он является простейшей формой нейронной сети, предна-
значенной для классификации линейно-разделимых сигналов. Состоит он из 
одного нейрона с настраиваемыми синаптическими весами и порогом. Первый 
алгоритм настройки свободных параметров для такой нейронной сети был соз-
дан Розенблаттом для персептронной модели мозга. Розенблатт доказал, что если 
образы (векторы), используемые для обучения персептрона, выбраны из двух 
линейно-разделимых классов, то алгоритм персептрона сходится и формирует 
поверхность решений в форме гиперплоскости, разделяющей эти два класса. 
Доказательство сходимости этого алгоритма получило название теоремы о схо-
димости персептрона. Персептрон, построенный на одном нейроне, ограничен 
выполнением задачи разделения только двух классов (гипотез). Увеличивая 
размерность выходного (вычислительного) слоя персептрона и включая в него 
несколько нейронов, можно решать задачи классификации на большее число 
классов [1; 171-172].

Интерес к однослойным персептронам исчез, когда выяснилось, что они 
не способны обучиться решению ряда простых задач, например, задачи ис-
ключающего «или». М.Л. Минский [2; 27] проанализировал эту проблему и 
показал, что имеются жесткие ограничения на то, что могут выполнять одно-
слойные персептроны, и, следовательно, на то, чему они могут обучаться. 
Так как в 60-е гг. методы обучения многослойных сетей не были известны, 
исследователи перешли в более многообещающие области, и исследования 
в  области нейронных сетей пришли в упадок. Недавнее открытие методов 
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обучения многослойных сетей в большей степени повлияло на возрождение 
интереса и исследовательских усилий.

Многослойный персептрон. Многослойные персептроны имеют три от-
личительных признака. Каждый нейрон имеет нелинейную функцию активации. 
Эта нелинейная функция является гладкой (всюду дифференцируемой), в от-
личие от жесткой пороговой функции, используемой в персептроне Розенблат-
та. Самой популярной формой функции, удовлетворяющей этому требованию, 
является сигмоидальная, определяемая логистической функцией

,			           (1)

где vj — индуцированное локальное поле (взвешенная сумма всех синаптических 
входов плюс пороговое значение) нейрона j; yj — выход нейрона. Наличие не-
линейности играет очень важную роль, так как в противном случае отображе-
ние «вход-выход» сети можно свести к обычному однослойному персептрону. 
Более того, использование логистической функции мотивировано биологически, 
так как в ней учитывается восстановительная фаза реального нейрона.

Сеть содержит один или несколько слоев скрытых нейронов, не являю-
щихся частью входа или выхода сети. Эти нейроны позволяют сети обучаться 
решению сложных задач, последовательно извлекая наиболее важные при-
знаки из входного образа (вектора). Сеть обладает высокой степенью связ-
ности, реализуемой посредством синаптических соединений. Изменение 
уровня связности сети требует изменения множества синаптических соедине-
ний или их весовых коэффициентов. Комбинация этих свойств наряду со спо-
собностью к обучению на собственном опыте (имеется в виду использование 
алгоритма обратного распространения ошибки) обеспечивает вычислительную 
мощность многослойного персептрона. Однако эти же качества являются при-
чиной неполноты современных знаний о поведении такого рода сетей. 
Во-первых, распределенная форма нелинейности и высокая связность сети 
существенно усложняют теоретический анализ многослойного персептрона. 
Во-вторых, наличие скрытых нейронов делает процесс обучения более трудным 
для визуализации (представления). Именно в процессе обучения необходимо 
определить, какие признаки входного сигнала следует представлять скрытыми 
нейронами [1; 221].

К недостаткам персептронов можно также отнести неспособность к самоо-
бучению и неустойчивость к помехам во входных образах.

Модель Кохонена. Эта модель основана на идее классификации входных 
образов с помощью пространства признаков. Благодаря такому подходу появ-
ляется возможность классифицировать по степени принадлежности к разным 
классам.

Разработка карт самоорганизации в качестве нейронных моделей обуслов-
лена следующим отличительным свойством человеческого мозга: он организован 
таким образом, что отдельные сенсорные входы представляются топологически 
упорядоченными вычислительными картами в eгo определенных областях. 
В частности, такие сенсорные входы, как нервные окончания тактильной систе-
мы, зрения, и слуха, топологически упорядоченно отображаются на различные 
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контуры церебральной коры мозга. Карта вычислений, в свою очередь, образо-
вана массивом нейронов, представляющих собой несколько по-разному настро-
енные процессоры или фильтры, параллельно принимающие информацию 
от  различных сенсоров. Следовательно, нейроны преобразовывают входные 
сигналы в пространственно-кодированные распределения вероятности, пред-
ставляющие вычисленные значения параметров узлами относительных макси-
мумов активности [1; 574].

В сравнении с персептронами (как с однослойным, так и с многослойным) 
модель Кохонена является существенным шагом вперёд, поскольку ни одна мо-
дель персептрона не способна к промежуточной классификации образов без пред-
варительного обучения сети для необходимого промежуточного класса. Однако 
модель Кохонена обладает и недостатком. Здесь имеется в виду неустойчивость 
к помехам во входном образе. То есть, невозможно отличить, принадлежит ли 
текущий зашумленный образ промежуточному классу, или основному.

Когнитрон. Такие модели как персептрон и самоорганизующаяся карта 
Кохонена хорошо справляются с задачами распознавания и классификации 
образов, но только тогда, когда образы предварительно приведены в заранее 
установленную форму. При работе с системами распознавания часто приходит-
ся иметь дело с зашумленными данными. Модель под названием «когнитрон» 
осуществляет качественную и достоверную классификацию, несмотря на ис-
кажения.

Среди множества слоев нейронов выделяются слои предсинаптических 
нейронов и слои постсинаптических нейронов. Слои первого типа также под-
разделяются на области связей, которые ответственны за конкретный фрагмент 
входных данных. Слой постсинаптических нейронов ответственен за классифи-
кацию частей составного образа, которые могут располагаться в областях вход-
ного вектора, в соответствии с определенной областью связи. После распозна-
вания фрагментов образа возникает задача распознать общий составляющий 
образ. В таком случае следующий слой рассматривается как постсинаптический, 
а текущий постсинаптический становится предсинаптическим. Процесс работы 
нейронной сети завершается с окончанием классификации общего образа. 
Устойчивость к искажениям обеспечивается за счет механизма конкурентного 
обучения нейронов постсинаптического слоя. Этот механизм используется для 
каждого фрагмента входного образа и выбирает нейрон постсинаптического 
слоя с максимальным уровнем возбуждения вне зависимости от искажения 
входных данных, хотя вероятность ошибки с увеличением искажений, естествен-
но, увеличивается.

Несмотря на успешные применения и многочисленные достоинства, такие 
как соответствие нейроструктуры и механизмов обучения биологическим моде-
лям, параллельность и иерархичность обработки информации, распределенность 
и ассоциативность памяти и др., когнитрон имеет и свои недостатки. По-
видимому, главным из них является неспособность этой сети распознавать 
смещенные или повернутые относительно их исходного положения образы [3]. 
Другим недостатком является неспособность к самообучению.
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Неокогнитрон. Неокогнитрон состоит из иерархии нейронных слоев, каж-
дый из которых является массивом плоскостей. Элемент массива состоит из 
пары плоскостей нейронов. Первая плоскость состоит из простых нейронных 
клеток, которые получают сигналы от предыдущего слоя и выделяют опреде-
ленные образы. Эти образы далее обрабатываются сложными нейронами второй 
плоскости, задачей которых является сделать выделенные образы независимы-
ми от их положения в пространстве.

При высоких потребностях в исключении зависимости от пространственно-
го положения входных образов неокогнитрон может представлять очень мас-
сивную и ресурсоемкую структуру. Так происходит потому, что нейроны каж-
дой пары плоскостей обучаются реагировать на определенный образ, представ-
ленный в определенной ориентации. Для другой ориентации или для нового 
угла поворота образа требуется новая пара плоскостей.

Неокогнитрон успешно проявил себя при распознавании символов. Нужно 
отметить, что структура этой сети существенно сложна, и объем вычислений 
очень велик. Поэтому компьютерные модели неокогнитрона будут слишком 
дорогими в промышленных приложениях. Возможной альтернативой здесь яв-
ляется переход на аппаратные реализации. Также в качестве недостатка следу-
ет отметить неспособность к самоорганизации (самообучению).

Нейронные сети теории адаптивного резонанса. В реальной ситуации 
нейронная сеть головного мозга подвергается постоянно меняющимся воздей-
ствиям. Это не ограничивается аспектом распознавания зашумленных данных 
и данных, подверженных пространственному изменению. При изучении ней-
ронных сетей возникает вопрос о том, как научить нейронную сеть учиться без 
учителя на своем опыте. Теория адаптивного резонанса является наиболее вы-
дающимся средством для решения поставленного вопроса.

Сеть АРТ-1 (АРТ — адаптивная резонансная теория) состоит из пяти функ-
циональных модулей (рис. 1): двух слоев нейронов — слоя сравнения, слоя 
распознавания и трех управляющих специализированных нейронов — сброса, 
управления 1 и управления 2. 

Рис. 1. Модель АРТ-1
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Слой распознавания служит для отнесения входного вектора X с двоичны-
ми компонентами к одному из классов. Каждому классу соответствует один 
нейрон слоя распознавания. В результате распознавания всего один нейрон 
может быть активирован. После определения наиболее подходящего класса с 
помощью слоя сравнения определяется остаточный сигнал, который является 
разницей между входным образом и образом, соответствующим подобранному 
классу. Если разница существенная, нейронная сеть фиксирует входной образ 
в качестве нового класса, то есть в набор нейронов слоя распознавания посту-
пает новый.

Следует упомянуть о таком понятии как критическая черта образа. Дело 
в том, что одному классу в модели АРТ может соответствовать несколько вход-
ных образов. Критической чертой образа называется обобщённый образ, фор-
мируемый по ходу эксплуатации ИНС. Такой образ необходим для того, чтобы 
сделать правильный вывод о необходимости создавать дополнительный класс 
для поступающего образа. При рассмотрении рис. 2 становится очевидно, что 
входные образы а) имеют принципиальное отличие несмотря на то, что изме-
нилась всего одна точка. Вариант б), напротив, представляет собой два одина-
ковых зашумленных образа.

Рис. 2. Примеры входных образов

Сеть АРТ-1 приспособлена к работе только с битовыми векторами. Это 
неудобство преодолевается в сетях АРТ-2 и АРТ-3. Однако в этих архитек-
турах, как и в АРТ-1, сохраняется главный недостаток АРТ — локализован-
ность памяти. Память нейросети АРТ не является распределенной. Некоторой 
заданной категории отвечает вполне конкретный нейрон слоя распознавания. 
При его разрушении теряется память обо всей категории. Эта особенность, 
увы, не позволяет говорить о сетях адаптивной резонансной теории, как о пря-
мых моделях биологических нейронных сетей. Память последних является 
распределенной [3].

Заключение. Недостаточная активность в использовании нейронных сетей 
на практике является следствием выбора неправильной модели ИНС для опре-
деленной задачи. Как было  показано, существует множество моделей ней-
ронных сетей, каждая из которых хоть и имеет недостатки, но в конкретной 
предметной области они могут не оказывать отрицательного воздействия, 
или могут оказывать незначительное воздействие. Преимущества конкретной 
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модели не должны быть избыточными для определённой задачи, поскольку 
лишние положительные свойства могут повлечь нерациональное использова-
ние вычислительных ресурсов. Например, в задаче распознавания букв не сле-
дует применять карту самоорганизации Кохонена, поскольку промежуточная 
классификация никакого полезного эффекта не даст. Если входные образы 
не имеют помех, то нет смысла использовать модели когнитрона и неокогни-
трона, иначе также последует лишняя нагрузка на техническую часть. Данная 
статья показала, на что следует обращать внимание при выборе модели ней-
ронной сети.

Список литературы

1. Хайкин С. Нейронные сети. Полный курс. Второе издание. М.: Вильямс, 2006. 
1104 с.

2. Уоссермен Ф. Нейрокомпьютерная техника: Теория и практика. М.: Мир, 1992. 
240 с.

3. Терехов С.А. Лекции по теории и приложениям искусственных нейронных сетей. 
Лаборатотория Искусственных Нейронных Сетей НТО-2, ВНИИТФ. Снежинск, 1998.



Âåñòíèê Òþìåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.  2012.  ¹  4

168  © Е.И. Карасева

© Е.И. Карасева
matatka@hotbox.ru

УДК 330.46

Экспертная информация  
для оценки операционных рисков

АННОТАЦИЯ. Предлагается методика оценки вероятностей событий по не-
полной, неточной и нечисловой экспертной информации. Рассматриваются задача 
синтеза вероятностей событий, задача анализа вероятностей событий, задача 
анализа потерь.

SUMMARY. The method of events probability estimation under incomplete, 
inaccurate and non-numeric expert information is offered. We consider the problem of 
synthesis of the probabilities of events, tasks of events probabilities analysis and loss 
analysis.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Операционный риск, экспертная информация, неточная, 
нечисловая и неполная информация, логико-вероятностные модели, синтез веро-
ятностей событий, анализ вероятностей и потерь. 

KEYWORDS. Operational risk, expert information, inaccurate, incomplete and non-
numeric information, logical and probabilistic models, synthesis of the probabilities of 
events, probabilities analysis and loss analysis.

Введение. В современном мире количество технических сбоев, техногенных 
катаклизмов и человеческих ошибок постоянно растет. Эти события наносят 
ущерб экономике или конкретной экономической структуре. При этом как 
оценить вероятность наступления и убыток от данных событий? Согласно Ба-
зельской* классификации данные вопросы относятся к операционному риску. 
Операционный риск — это риск прямых и косвенных потерь от неадекватных 
или ошибочных внутренних процессов, действий персонала, компьютерных 
систем банка, внешних событий [1]. Актуальность к данной теме обусловлена 
и масштабами событий. Согласно данным компании ORX количество случаев 
операционного риска выросло с 16113 ед. в 2004 г. до 27053 ед. в 2009 г., а 
суммарный убыток от данных событий за это время возрос с 5,531 млн евро до 
9,110 млн евро [2]. 

* В международной практике главным регулятором считается Базельский комитет. 
Он разрабатывает единые международные стандарты, правила, директивы для регули-
рования и управления в банковской сфере. Данные рекомендации не являются обяза-
тельными, однако большинство банков мира (более 100 стран) включают их рекоменда-
ции в свои положения.
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Существующие положения и стандарты — Базель 2, Национальный стандарт 
Российской Федерации ИСО 31000 и COSO [3], [4] — направлены на выявле-
ние, оценку и оптимизацию риска. В свою очередь существующие стандарты 
должны регулярно пересматриваться с учетом развития технологий риск-
менеджмента [5]. Мы предлагаем использовать логико-вероятностные (ЛВ) 
модели для оценки операционного риска банков и резервирования капитала под 
риск. Комплекс ЛВ-моделей включает в себя: ЛВ-модель операционного риска, 
методику ЛВ-анализа, определение верхней и нижней границ величин резер-
вирования капитала, ЛВ-модель с объединением модели операционного риска 
и других рисков банка [6], [7]. Комплекс моделей поддерживается программ-
ными средствами. 

Оценка потерь и вероятностей наступления событий операционного риска 
не всегда возможна по имеющейся статистической информации. Это связано 
с тем, что российский финансовый рынок сформировался недавно и не имеет 
своей накопленной истории по убыткам. Поэтому применение методов, осно-
ванных на статистике данных, может привести к значительным ошибкам. Одним 
из выходов в данной ситуации является использование экспертных данных. 
С целью увеличения эффективности применения ЛВ-моделей риска, как для 
оценки операционного риска, так и для анализа и управления ниже предлага-
ется методика оценки вероятностей событий и потерь по неполной, неточной 
и нечисловой экспертной информации.

Синтез вероятностей событий. Оцениваются вероятности инициирующих 
событий для ЛВ-модели операционного риска с целью определить вероятность 
итогового события. Решение задачи выполнено на основе метода сводных по-
казателей [8], [9] и системы поддержки принятия решений АСПИД-3W* по 
экспертной информации. Можно использовать также статистические данные 
как информацию от еще одного эксперта. 

В качестве примера рассмотрим общую проблему решения операционного 
риска (рис. 1). В решении проблемы принимают участие следующие субъекты: 
Государство—S1, Центральный банк и контролирующие органы—S2, Банки—S3, 
Ученые—S4 и Общественное мнение—S5 . Субъекты имеют желания—(W) 
и возможности решить проблему—(O). Желания отражают «прибыль» от реше-
ния. Возможности — это ресурсы, которые необходимо потратить. 

Проблема операционного риска включает в себя задачи (T), которые и со-
ставляют суть проблемы: ЛВ-модель операционного риска; ЛВ-анализ по вкла-
дам событий; ЛВ-модели риска банка с объединением ЛВ-модели операцион-
ного риска с другими ЛВ-моделями риска банка. Для субъектов выделяются 
события (инициирующие события) от которых зависят решения данных задач. 
Данные события: неуспех разработки сценариев риска (SC), логических (Л) 
моделей (LM) и вероятностных (В) моделей риска (PM).

* Программный комплекс АСПИД-3W предназначен для оценки сложных финансово-
экономических объектов (классификации или ранжирования объектов и систем) по 
экспертной информации. Система использует метод сводных показателей для поддерж-
ки принятия решений по экспертной информации. Метод не требует от экспертов точных 
оценок и работает при использовании нечисловой, неточной и неполной информации 
(ННН-информации). Систему поддержки принятия решений АСПИД-3W разработал 
профессор Н.В. Хованов.
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Эксперт не может дать точную оценку вероятности одного события. Он 
сделает это точнее и объективнее, если будет оценивать несколько (2-3) аль-
тернативных гипотез и учитывать их весомости. Оценки вероятности гипотез 
дают несколько экспертов. Оценки вероятностей событий-гипотез объединяют 
с учетом весомостей самих экспертов, назначаемых супер-экспертом. По каж-
дому субъекту оценивались вероятности гипотез: A1 — проблема оценки опе-
рационного риска может быть решена, A2 — проблема оценки операционного 
риска может быть решена частично. A3 — проблема оценки операционного 
риска не может быть решена. Использовались три эксперта по каждому субъ-
екту, оценки которых далее объединялись с весами самих экспертов.

Этапы решения задачи: 
1. Выбрать шаг дискретизации весомостей альтернативных гипотез, например 

1/50.
2. Задать для гипотез A1, A2, A3 экспертную информацию по их весомостям 

w1,w2,w3 в виде интервалов допустимых значений, неравенств, равенств и усло-
вия w1 + w2 +…+ w3 =1.

3. Вычислить области допустимых значений весомостей по экспертной ин-
формации.

4. Вычислить средние значения и дисперсии весомостей гипотез A1,A2,…,Am.
5. Повторить вычисления п.п. 2-4 для каждого эксперта.
6. Составить сводную таблицу оценок весомостей гипотез от экспертов.
7. Вычислить сводные оценки весомостей w1

*,w2
*,…,wm

* гипотез A1,A2,…,Am по 
данным таблицы и весомостям самих экспертов. 

Рис. 1. Структурная модель риска успеха решения проблемы операционного риска

Экспертам были представлены следующие сценарии. Государство заинтере-
совано в решении проблемы операционного риска и финансирует разработки. 
Центральный банк и органы надзора следят за качественной и прозрачной его 
оценкой. Банки желают внедрять передовые технологии отечественных и за-
рубежных исследователей. Ученые разрабатывают методы оценки и анализа 
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риска. Общественное мнение следит за решением проблемы, улучшением ка-
чества обслуживания и стоимостью в финансово-банковских учреждениях. 

Сводные оценки экспертов представлены в таблице 1. Суммарный риск 
успеха эффективного решения проблемы операционного риска субъектами равен 
P=0,464944 (произведение вероятностей всех субъектов). Увеличение риска 
неуспеха решения проблемы одним субъектом снижает вероятность эффектив-
ного решения проблемы операционного риска. Например, если проблема будет 
не решена одним субъектом, то будут потрачены деньги, ресурсы, силы других 
субъектов. Следовательно, другие субъекты не получат выгоды от индивиду-
ального решения проблемы, проблема останется полностью нерешенной. Толь-
ко приложение средств и усилий всеми субъектами для решения задач позволит 
решить проблему.

Таблица 1

Сводные экспертные оценки вероятностей успеха 

Субъекты
Госу-

дарство
ЦБ РФ и 

органы надзора 
Банки Ученые

Обществен-
ное мнение

Риск успеха 0,845 0,852 0,824 0,95 0,825

Анализ вероятностей событий. Анализ вероятностей событий необходим 
для целей управления. Оценки вероятностей инициирующих событий выполня-
ются по известной вероятности (риску) производного события, в которое они 
входят. Это позволяет управлять операционным риском, вкладывая ресурсы в 
изменение вероятностей инициирующих событий.

Этапы решения задачи: 
Повторить 1-7.
8. По вероятности P(Y) производного события и полученным оценкам весо-

мостей инициирующих событий вычислить вероятности инициирующих событий 
A1,A2,…,Am:

			   P1=P(Y) w1
*; P2=P(Y) w2

*; …Pm=P(Y) wm
*.	         (1)

Пример. Вычислим вероятности инициирующих событий для третьей бизнес-
линии «банковское обслуживание физических лиц» по усредненному значению 
коэффициента ß1=0.18 по данным Базель 2 для этой линии. 

Используем выше предложенную методику и систему поддержки принятия 
АСПИД-3W по экспертной информации. Оценка выполняется каждым экс-
пертом, далее оценки экспертов объединяют в сводную оценку с учетом значи-
мостей самих экспертов.

Экспертная информация от Эксперта 1 по интервалам возможных значений 
весомостей инициирующих событий приведена на рисунке 2.
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Рис. 2. Экспертная информация от Эксперта 1 по интервалам

Аналогично были получены интервалы от трех остальных экспертов и вы-
полнены нужные вычисления. Далее составлена сводная таблица оценок весо-
мостей инициирующих событий по четырем экспертам (рис. 3).

Рис. 3. Сводная таблица оценок весомостей для четырех экспертов

Сводные оценки весомостей событий приведены на рис. 4. 

Рис. 4. Сводные оценки весомостей инициирующих событий
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Коэффициент β, назначенный Базельским комитетом для бизнес-линии 
равен β1=0,18. По формуле (1) перейдем от весомостей к вероятностям иниции-
рующих событий и получим вероятности инициирующих событий для третьей 
бизнес-линии (табл. 2).

Таблица 2 

Оценки вероятностей инициирующих событий 

№ Инициирующие события Pi

1 Внутреннее мошенничество 0,0126

2 Внешнее мошенничество 0,02412

3 Кадровая политика и безопасность труда 0,045

4 Клиенты, продукты и деловая практика 0,01872

5 Физический ущерб активам 0,01782

6 Нарушения в ведении бизнеса и системные сбои 0,04392

7 Исполнение, доставка и управление процессами 0,00576

Анализ потерь от событий. Эта методика может применяться и к оценке 
потерь. Задача заключается в оценке потерь от инициирующих событий при 
известном значении объема потерь по производному событию, в которое они 
входят. Например, какую долю внесло каждое событие в уже имеющийся убы-
ток. Это необходимо, когда на убыток оказали влияние несколько событий и не 
известно, как распределить убыток среди подразделений. Это также позволяет 
управлять операционным риском, выделяя наиболее значимые инициирующие 
события.

Задача сведена к определению долей потерь ti, i= 1, 2 …, m, каждого ини-
циирующего события в общем объеме потерь Lloss производного события.

Доли или веса потерь t1,t2,…,tm оценивают по схеме вычисления нормирован-
ных весомостей w1

*,w2
*,…,wm

* в первой задаче анализа. Сумма долей потерь 
равна единице: t1+t2+…+tm=1.	

Абсолютные значения потерь от инициирующих событий равны:

		  L1
loss=t1 L

loss; L2
loss

 =t2 L
loss

 ;….; Lm
loss

 =tm L
loss.	  	         (2)

Заметим, например, что вероятность события «Природные катастрофы» бу-
дет маленькой, а потери при появлении этого события — большими. Поэтому 
оценки долей t1,t2,…,tm и нормированных вероятностей-весов w1

*,w2
*,…,wm

* для 
инициирующих событий не равны.

Предложенные методики определения вероятностей и потерь направлены 
на управление операционным риском. Для того, чтобы избежать больших по-
терь, необходимо знать уязвимые места банка, анализировать значение событий 
и их последствия. Методики является актуальными для работающих на рынке 
финансовых структур.
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Математическое моделирование и численный расчет 
течений в придонной части тропического циклона* 
АННОТАЦИЯ. В работе модифицированным методом характеристик численно 

строятся решения системы уравнений газовой динамики в условиях действия 
силы Кориолиса. Рассчитанные течения описывают процесс закрутки газа под 
действием силы Кориолиса в придонных частях восходящих закрученных потоков, 
таких как  тропические циклоны.

SUMMARY. In this work the solutions of gas dynamic system equations construct 
in numerical form by a modified method of the characteristic in condition the force 
of Coriolis. The calculated flows describe a process curling of a gas due to a force of 
Coriolis in a lower part of a tropical cyclone. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Система уравнений газовой динамики, сила Кориолиса, 
метод характеристик, тропический циклон.

KEY WORDS. System of equation of gas dynamics, worse of Coriolis, method of 
the characteristic, tropical cyclone.

К числу часто встречающихся в природе интересных и величественных 
явлений можно отнести восходящие закрученные потоки (ВЗП) воздуха. При-
мером таких потоков являются регулярно возникающие тропические циклоны. 
Несмотря на большое число исследователей, активно занимающихся проблемой 
ВЗП, к настоящему времени отсутствует достаточно убедительная теория, объ-
ясняющая причины возникновения, функционирования и естественного исчез-
новения таких течений и подтвержденная как экспериментально, так и адек-
ватным математическим моделированием. 

Основная идея, лежащая в основе предложенной в [1] схемы, заключается 
в том, что для продолжительного существования ВЗП обязательно должен быть 
постоянный приток внешней энергии в разгон газа и осевую его закрутку. 

Единственное значительное движение, которое обладает вращательным 
моментом, постоянно присутствует и имеет большой запас энергии — собствен-
ное вращение планеты и сопутствующая ему сила Кориолиса (СК). 

Из-за горизонтального движения воздуха в формирующейся придонной 
части, благодаря действию СК, возникает также и окружное движение, назы-
ваемое закруткой газа. Для Северного полушария закрутка газа идет в поло-
жительном направлении, т.е. против хода часовой стрелки, и в отрицательном 
направлении — для Южного полушария [2]. Начальная стадия формирования 
ВЗП и его закрутка в соответствующем направлении подтверждены экспери-
ментами [3]. 

* Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект 11-01-00198.
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Целью данной работы является аналитическое и численное описание те-
чения в придонной части тропического циклона с помощью соответствующих 
решений системы уравнений газовой динамики (СУГД) и обоснование степе-
ни влияния СК на эти течения. Тем самым с помощью математического мо-
делирования будет подтверждена схема функционирования ВЗП, предложен-
ная в [1]. 

СУГД для изэнтропических плоских течений политропного газа при учете 
силы Кориолиса имеет следующий вид [1]:

 		          (1)

В системе (1): t − время; в плоскости переменных x, y введена полярная 
система координат (r, φ) и предполагается, что д/дφ=0; с=ρ(γ-1)/2 − скорость 
звука газа; γ=const >1 − показатель политропы газа в уравнении состояния 
p=ργ/γ; u, υ − радиальная и окружная составляющие вектора скорости газа со-
ответственно; a=2Ωsinψ − параметр Кориолиса; Ω − модуль угловой скорости 
вращения Земли; ψ − широта точки O на поверхности Земли, в которой нахо-
дится начало координатной плоскости xOy, касающейся поверхности Земли 
в точке O и вращающейся вместе с Землей. Если точка O лежит в Северном 
полушарии, то 0<ψ≤π/2. Если в Южном, то -π/2≤ψ<0. Если точка O лежит 
на экваторе, то ψ=0.

В системе (1) стандартным образом введены безразмерные переменные 
с учетом равенств: u00=r00/t00=c00.

В работе [1] построено стационарное решение

			   c=co(r), u=uo(r), υ=υo(r)

системы (1), когда в ней положено д/дt=0. 
Восстановление конкретной линии тока стационарного течения в виде за-

висимости φ=φ(r) осуществляется численно при построении решения задачи 

Коши:  φ(rin)=φo; φ0=const.					            (2)

Приведенная в [4] теорема обеспечивает существование нестационарного 
течения со стоком в некоторых окрестностях как точки (t=0, r=r0), так и звуко-
вой характеристики C+, в том числе и в моменты времени, близкие к моменту 
начала плавного стока из однородного покоящегося газа, сопровождающегося 
возникновением закрутки газа.

Описание спирального течения со стоком от начального момента t=0 до до-
статочно больших значений времени возможно численно. И при построении 
такого течения определится его выход на стационарный режим. 
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В работе [5] описана одна модификация известного метода характеристик [6], 
[7]. Система (1) имеет две звуковые характеристики C± и одну контактную C0 

вдоль каждой из которых вводится свое дифференцирование

,

и система (1) записывается в эквивалентном виде − как система обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 

(3)

где инварианты Римана R, L задаются стандартным образом: 

а правые части системы (3) имеют вид

(4)

Определение газодинамических параметров по значениям инвариантов Ри-
мана осуществляется с помощью следующих соотношений:

(5)
В данной работе, как и в работе [5], система (3) решается на прямоугольной 

сетке и поэтому используется стандартное для разностных схем обозначение  
 вектора значений искомых функций в точке (t=tn, r=ri), где tn=nτ, ri=r0+ih.

На рис. 1 приведены две ячейки расчетной сетки.
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Рис. 1

Шаг сетки по пространственной переменной постоянен: ∆r=h. Выбор вели-
чины шага по временной переменной ∆t=τ определяется из неравенства 

(6)

Выполнение неравенства (6) гарантирует то, что все три характеристики, 
выходящие из точки (tn+1, ri), пересекают прямую t=tn в пределах отрезка 
[ri-1,  ri+1] (рис. 1). По значениям газодинамических параметров, заданных 
в точках (tn, ri-1), (tn, ri), (tn, ri+1) параметры газа в точке (tn+1, ri) находятся 
по следующему алгоритму. Вначале вычисляются λ+, λ0 и λ- по формулам:

где .

С их помощью определяются значения

			           ri
+=ri - λ+h, ri

0=ri - λ0h, ri
-=ri - λ-h 

координат точек, лежащих при t=tn на отрезке [ri-1, ri+1] (рис. 1). 
Значения искомых функций в найденных точках с координатами (tn, ri

+), 

(tn, ri
0) и (tn, ri

-): 

вычисляются с помощью линейной интерполяции по значениям , для 

точки (tn, ri
+) и по значениям ,  для точек (tn, ri

0), (tn, ri
-):
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Таким образом, все три прямые, выходящие из точек (tn, ri
+), (tn, ri

0), (tn, ri
-), 

с наклонами C+- , C0- и C--характеристик, которые подсчитаны по значениям    
, ,  соответственно, проходят через точку (tn+1, ri).

После этого с помощью разностной аппроксимации системы (3) находятся 
значения инвариантов Римана и функции v  на следующем временном слое в 
точке (tn+1, ri):

с помощью которых определяются 

Для улучшения точности расчета осуществляется пересчет значений искомых 
функций в точке (tn+1, ri) с переложением идеи традиционного для метода ха-
рактеристик пересчета [6], [7] на данную модификацию.

Для этого сначала пересчитываются значения:

По этим величинам находятся следующие уточненные значения:

,

а также в уточненных точках , , вычисляются уточненные 

значения газодинамических параметров:
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Далее определяются пересчитанные значения инвариантов Римана и функ-
ции υ в точке (tn+1, ri) по формулам

Затем определяются 

и производится переобозначение: . Тем самым расчет значений 

газодинамических параметров в точке (tn+1, ri) заканчивается.
Расчет параметров газа на левой границе расчетной области при r=r0 (рис. 2) 

выполняется стандартным для метода характеристик способом. Значение  

задано из начального условия. Вдоль C0-характеристики из точки 

переносится значение функции υ(t,r) и тем самым определяется значение υ 
 
. 

Вдоль C--характеристики из точки ),( 0
−== rrtt n  переносится значение инва-

рианта L(t,r) и находится значение . С использованием формулы (5) сна-

чала по заданным  и  определяется значение , а затем значение 

. Для окончательного определения  также осуществляется соответ-

ствующий пересчет.
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Рис. 2

В работе [8] приведены данные статистической обработки показателей ин-
тенсивности тропических циклонов, и в первую очередь по скоростям движения 
в них воздушных масс. 

Рис. 3

На рис. 3, взятом из работы [8], приведены усредненные значения скорости 
ветра в тропическом циклоне. Числовые показатели на оси абсцисс связаны 
с  такими статистическими выводами: увеличение скорости ветра в циклоне 
до максимального значения происходит в среднем за 72 ч., т.е. за трое суток; 
после достижения этого максимума среднее время затухания циклона состав-
ляет 96 ч., т.е. четверо суток. Следовательно, жизненный цикл среднестатисти-
ческого циклона − семь суток. Некоторые необходимые для расчетов параметры 
тропического циклона приведены в таблице 1.

Таблица 1

Параметр Размерное значение Безразмерное значение

c00 333 м/с 1

r00 73000 м 1

t00= r00/ c00 219,219 с 1

Ω 0.0000727 c-1 0,01593

sinψ 0,5 0,5

rin 73000 м 1
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r0 6570 м 0,09

c(rin) 333 м/с 1

c(r0) 322,2 м/с 0,99764

u(rin) -0,41292 м/с -0,00124

u(r0) -7,488 м/с -0,022487

υ(rin) 0 м/с 0

υ(r0) 50.63 м/с 0,15204
h 73 м 0,001
τ 0,1096 с 0,0005

В начальные моменты времени течения газа вблизи радиуса стока r0 на-
блюдается резкое уменьшение скорости звука. Эта немонотонность постепенно 
смещается в сторону увеличения радиуса и приблизительно за 15 мин. дости-
гает радиуса притока rin. В результате в этой точке образуется скачок скорости 
звука, который с течением времени уменьшается и, в конце концов, исчезает. 
К моменту времени 24,4 ч. газодинамические параметры приняли стационарные 
значения и больше не изменялись. Это подтверждается контрольным расчетом 
до 600 тыс. шага по времени.

Таким образом, в работе модифицированным методом характеристик чис-
ленно построены решения системы уравнений газовой динамики в условиях 
действия силы Кориолиса. Расчеты выявили времена, за которые под действием 
силы Кориолиса в указанных течениях возникают свои характерные скорости 
движения воздушным масс. Полученные числовые характеристики согласуют-
ся с имеющимися данными наблюдений за циклонами.
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УДК 519.63 + 533.6

Математическое моделирование и численные расчеты 
течений в придонной части торнадо* 

АННОТАЦИЯ. В работе модифицированным методом характеристик численно 
строятся решения системы уравнений газовой динамики в условиях действия силы 
Кориолиса. Эти решения моделируют плоские изэнтропические течения идеаль-
ного политропного газа, которые возникают при заданном стоке на окружности 
ненулевого радиуса.  

SUMMARY. In this work the solutions of gas dynamic system equations construct 
in numerical form by a modified method of the characteristic in condition the force of 
Coriolis.  This solutions model the plane isentropic flows of an ideal gas, which increase 
on a circ with a nonzero radius at the given drain.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Система уравнений газовой динамики, сила Кориолиса, 
плоские спиральные течения, торнадо.

KEY WORDS. System of equation of gas dynamics, worse of Coriolis, plane spiral 
flows, tornado.

В природе часто встречаются восходящие закрученные потоки (ВЗП) воз-
духа, примерами которых могут служить смерчи и торнадо. 

В работах [1], [2] факт возникновения закрутки в придонной части и ее на-
правление обоснованы с помощью построения соответствующих решений си-
стемы уравнений газовой динамики (СУГД) при учете действия силы Кориоли-
са (СК). Начальная стадия формирования ВЗП и его закрутка в соответствую-
щем направлении подтверждены также экспериментами [3]. 

Из приведенной в [1] схемы течения газа в ВЗП следует, что закрутка воз-
духа в придонной части имеет принципиальное значение для течения во всем 
ВЗП. Целью данной работы является численное построение решений  достаточ-
но простой математической модели, с помощью которого можно описать течения 
в придонной части ВЗП и обосновать степень влияния на них СК. 

СУГД для изэнтропических плоских течений политропного газа при учете 
силы Кориолиса имеет следующий вид [1], [4]:

 (1)

* Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект 11-01-00198.
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В системе (1): t − время; в плоскости переменных x, y введена полярная 
система координат (r, φ) и предполагается, что д/дφ=0; с=ρ(γ-1)/2 − скорость 
звука газа; γ=const >1 − показатель политропы газа в уравнении состояния 
p=ργ/γ; u, υ − радиальная и окружная составляющие вектора скорости газа со-
ответственно; a=2Ωsinψ − параметр Кориолиса; Ω − модуль угловой скорости 
вращения Земли; ψ − широта точки O на поверхности Земли, в которой нахо-
дится начало координатной плоскости xOy, касающейся поверхности Земли в 
точке O и вращающейся вместе с Землей. Если точка O лежит в Северном по-
лушарии, то 0<ψ≤π/2. Если в Южном, то -π/2≤ψ<0. Если точка O лежит на 
экваторе, то ψ=0. В системе (1) стандартным образом введены безразмерные 
переменные с учетом равенств: u00=r00/t00=c00.

Пусть в начальный момент времени t=0 правее точки r=r0>0 (см. рис. 1) 
задан однородный покоящийся газ, скорость звука в котором равна единице. 

И пусть с момента t=0 в точке r=r0 по заданному закону  начина-

ется плавный ( ) радиальный сток ( ) газа. 
Для системы (1) ставятся условия: 

 (2)

Первые три условия из соотношений (2) обеспечивают непрерывное при-
мыкание решения задачи (1), (2) через звуковую характеристику C+ : r=r0+t к 
однородному покоящемуся газу. Четвертое условие в (2), задающее закон стока 
газа при r=r0, обеспечивает единственность решения поставленной задачи с 
данными на звуковой характеристике C+. Схема течения в задаче о плавном 
стоке представлена на рис. 1, где область покоящегося газа лежит ниже прямой 
C+ и выше оси t=0, G0 − область определения решения задачи (1), (2). 

Рис. 1

Задача (1), (2) при условии аналитичности функции )(* tu  имеет в некото-
рой окрестности точки (t=0, r=r0) единственное аналитическое решение, в ко-
тором при t>0 возникает закрутка в соответствующем направлении: в положи-
тельном при ψ>0 и в отрицательном при ψ<0 [2]. 

Если в системе (1) не учитывать влияние СК, т.е. положить Ω=0, то тогда 
a=0 и в решении задачи (1), (2) окружная скорость будет тождественным ну-
лем: υ≡0. Следовательно, в случае отсутствия действия СК никакой закрутки 
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газа при радиальном стоке не возникает. Поэтому возникновение закрутки газа 
в задаче о плавном радиальном стоке есть следствие только действия СК. 

В работах [1], [5] построено стационарное решение

			   c=co(r), u=uo(r), υ=υo(r) 

системы (1), когда в ней положено д/дφ=0. Для построения этого решения при 
некотором значении r=rin, rin >r0 ставятся условия 

  (3)

которые единственным образом определяют стационарное течение. При этом 
функция υo(r) выписывается в явном виде и при r=rin закрутки газа нет.

Из условий (3) следует, что в стационарном решении на окружности r=rin 
осуществляется приток газа извне (из области с rin >r0), поскольку uin<0. Вос-
становление линии тока стационарного течения в виде зависимости φ=φ(r) 
осуществляется численно при построении решения задачи Коши:

 φ(rin)=φo; φ0=const. 		          (4)

Приведенная в [2] теорема обеспечивает существование нестационарного 
течения со стоком в некоторых окрестностях как точки (t=0, r=r0), так и звуко-
вой характеристики C+. В том числе и в моменты времени, близкие к моменту 
начала плавного стока из однородного покоящегося газа, сопровождающегося 
возникновением закрутки газа. Стационарное спиральное течение с заданным 
притоком и с необходимо поставленным стоком моделирует нестационарное 
течение при очень больших значениях времени. 

Описание спирального течения со стоком от начального момента t=0 до до-
статочно больших значений времени возможно численно. И при построении 
такого течения определится в том числе его возможный выход на стационарный 
режим. Пусть при некоторых значениях r0, rin, где 0< r0≤r≤rin, известно стацио-
нарное решение: co(r), uo(r), υo(r). 

Решение нестационарной задачи как решение системы (1) строится в об-
ластях G0, G1, представленных на рис. 1. При 0 ≤t≤t1 в области G решается 
задача (1), (2) с заданной функцией u*(t):

 (5)

Здесь t1 есть тот момент времени, в который рассчитанная радиальная ско-
рость в точке r=rin становится приближенно равной значению uo(rin) из стацио-

нарного течения:  Рассчитанные к этому моменту 
времени t=t1 при r0≤r≤rin значения газодинамических параметров обозначаются 
следующим образом:

 (6)

После момента времени t=t1 решение системы (1) строится в полосе 
G1 : {t≥t1; r0≤r≤rin}. На левой границе этой полосы G1, т.е. при r=r0 продолжает 
ставиться заданный непрерывный сток с помощью соотношения (5). На нижней 
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границе полосы G1, т.е. при t=t1 задаются условия (6). На правой границе G1, 
т.е. при r=rin задаются стационарные значения газодинамических параметров, 
определяемые значениями (6), т.е.:

 (7)
Для нестационарного течения мгновенные линии тока в заданный момент 

времени t=const также определяются при решении задачи (4). 
В работе [5] описана одна модификация известного метода характеристик 

[6], [7] и приведен пример расчета одного нестационарного плоского спираль-
ного течения со стоком в областях G0 и G1 с учетом начально-краевых условий 
(2), (5)-(7). 

Цель данной работы − привести результаты расчетов нестационарных пло-
ских спиральных течений со стоком в областях G0, G1 по методике из работы 
[5]. Для того чтобы в рамках предложенного в книге [1] подхода математически 
смоделировать течения газа в придонной части торнадо, была использована так 
называемая шкала Фудзиты [8] в виде таблицы 1.

Таблица 1

Класс
торнадо

Скорость
ветра,
м/с

Ширина
следа,

м

Средняя
длина пути,

км

Среднее время
жизни, мин

F0 19-32 5-15 1,9 2,4

F1 33-50 16-50 4,2 5,2

F2 51-70 51-160 8,7 10,8

F3 71-92 161-508 16,1 20,0

F4 93-116 547-1488 43,8 54,4

F5 117-142 1609-4989 57,1 71,0

Значения скорости ветра и ширины следа, половина которой взята за зна-
чение r0 (радиуса окружности стока), определялись как средние значения  вто-
рого и третьего столбцов таблицы 1. Значения rin − радиуса  окружности, на 
которой осуществляется приток газа в придонную часть, − вычислялись по 
следующему правилу. Полагалось, что средние значения скорости ветра дают 
значения υo(r0) окружной скорости на окружности стока в стационарном реше-
нии. Тогда по величинам υo(r0), r0 и с помощью явного вида функции υo(r) 
определялось значение r=rin, при котором равна нулю окружная скорость в ста-
ционарном решении. Такой выбор исходных параметров r0, rin, υo(r0) и υo(rin)=0 
позволяет полностью учесть информацию о данных натурных наблюдений тор-
надо разных классов, приведенную в таблице 1. В приведенных расчетах брались 
такие значения υo(rin), чтобы модуль значения υo(r0) был меньше значения υo(r0), 
и чтобы число оборотов линий тока стационарного течения вокруг точки r=0 
было не очень большим (2-4). 

Ниже более детально описано построение течения, соответствующего клас-
су торнадо F3. Значения некоторых констант и параметры предельного ста-
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ционарного течения в придонной части торнадо класса F3 приведены в табл. 2, 
где h и τ − шаги по пространственной и временной переменным. 

Таблица 2
Параметр Размерное значение Безразмерное значение

c00 333 м/с 1

r00 16000 м 1

t00= r00/ c00 48,048 с 1

Ω 0,0000727 с-1 0,003492

sinψ 0,7071 0,7071

rin 16000 м 1

r0 160 м 0,.01

c(rin) 333 м/с 1

c(r0) 330,6 м/с 0,9928

u(rin) -0,333 м/с -0,001

u(r0) -34,53 м/с -0,10368

υ(rin) 0 м/с 0

υ(r0) 82,21 м/с 0,24689
h 16,0 м 0,001
τ 0,024024 с 0,0005

Функция u*(t), задающая значения радиальной скорости на окружности 
стока при r=r0, полагалась следующей: 

(8)

где M − постоянное положительное число. Такой закон изменения функции 
u*(t) обеспечивает в точке r=r0 при t>0 плавное изменение скорости стока 
от нулевого значения до υo(r0) – значения в стационарном течении радиальной 
скорости на окружности стока. 

После построения течения в треугольнике G0 решение строится в полосе G1, 
полагая, что t1=0, поскольку СУГД инвариантна относительно сдвига по време-
ни. В качестве начальных функций U00(r) (см. условия (6)) брались результи-
рующие значения параметров газа в области G0.

Характерным поведением параметров газа для нестационарных расчетов 
является формирование нескольких локальных всплесков плотностей газа, ко-
торые со скоростью звука распространяются в сторону увеличения радиуса. 
Синхронно происходят и соответствующие изменения других газодинамических 
параметров.

Выход на стационарные значения газодинамических параметров для торна-
до типа F3 наступает к моменту времени, соответствующему 10 ч. Все газоди-
намические параметры к этому моменту времени принимают стационарные 
значения co(r), uo(r), υo(r) и больше не изменяются. 
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Поскольку восстановление течения в треугольнике G0 происходит очень 
быстро, массовые расчеты проводились только в полосе G1 (рис. 1) и в качестве 
функций U00(r) условия (6) достаточно было брать постоянные функции c=1, 
u=uo(rin), υ=0, а в качестве закона стока такую функцию

Видимая разница в поведении газодинамических параметров двух таких 
вариантов расчета практически исчезает к 10000 временному шагу, что соот-
ветствует примерно 5 мин. размерного времени. 

Точное стационарное решение Uo(r) во всех нестационарных расчетах вос-
станавливалось с относительной погрешностью менее 1%.

В табл. 3 приведены времена выхода на стационарные значения газодина-
мических параметров для всех рассмотренных классов торнадо, а также значе-
ния газодинамических параметров предельного стационарного течения на окруж-
ности стока, т.е. при r=r0, а также значения r0, rin.

Таблица 3

Класс
торнадо

Время выхода
на стационар,ч.

co(r0), 
м/с

uo(r0), 
м/с υo(r0), м/с

r0, 
м

rin,
км

F0 3.1 332,8 -11,1 25,7 4,5 1,5
F1 4.6 332,5 -16,8 38,0 16,3 3,7
F2 6.8 331,7 -24,2 60,2 53,3 8,2
F3 10.0 330,6 -34,5 82,2 160,0 16
F4 13.3 329,5 -37,9 102,8 499,2 32

F5 13.6 327,5 -41,8 128,4 1638 65

Во всех расчетах безразмерные значения шагов по пространственной и вре-
менной переменным были такими: h=0,001, τ=0,0005.
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Физика и геополитика
Развитие физики, математики, информатики и роль точных наук в геополи-

тическом масштабе легли в основу ряда научных трудов и монографий, по-
полнивших в последнее время книжный фонд Информационно-библиотечного 
центра Тюменского государственного университета.

В числе новинок по точным наукам стоит обратить внимание на фундамен-
тальный совместный научный труд ученых России и Франции «Энергетика 
и геополитика» [1]. Он вышел в свет в столичном издательстве «Наука» при со-
действии Российского гуманитарного научного фонда и международного «Клу-
ба Ниццы» под редакцией российских ученых — академика РАН, вице-
президента РАН Валерия Костюка и профессора Александра Макарова. В этом 
солидном научном издании рассматривается и анализируется роль энергетики 
во взаимодействии стран Европейского Союза и Российской Федерации. Боль-
шое внимание уделено развитию новых технологий и применению атомной, 
ветровой, солнечной, геотермальной энергии и энергии Мирового океана в гео-
политическом масштабе.

Безусловно, этот представительный научный фолиант окажет немалую 
пользу преподавателям, аспирантам и студентам, а также вызовет интерес 
у широкого круга читателей.

Общеизвестно, что нанотехнология в настоящее время весьма популярна 
и актуальна. Ее возникновение как самостоятельной науки связано с именем 
одного из выдающихся физиков ХХ в. — Ричардом Фейнманом, предложившим 
научному сообществу детальное изучение объектов микро и нанометрового раз-
мера в 1959 г. Любопытно, что сам термин «нанотехнология» введен в научный 
оборот сравнительно недавно. В 1974 г. это сделал сотрудник Токийского уни-
верситета Норио Танагучи. С той поры этот раздел физической науки приобрел 
мировое значение. Взаимосвязи квантовой физики и энергии наночастиц посвя-
щена монография профессора В. Неволина «Квантовая физика и нанотехно-
логии» [2]. На страницах этой книги соседствуют полная энергия и волновая 
функция свободной частицы, уравнения квантовой механики и процесс тепловы-
деления альфа-источников, а также квантовый статистический резонанс при 
взаимодействии пучка электронов с лазерным излучением…

С монографией профессора В. Неволина перекликается и научное исследо-
вание российского ученого Николая Рамбиди «Структура и свойства нано-
размерных образований. Реалии сегодняшней нанотехнологии» [3]. 
Оно выпущено издательским домом «Интеллект» в подмосковном наукограде 
Долгопрудном и рассчитано на специалистов-профессионалов и студентов, 
специализирующихся на изучении точных наук.

В центре внимания авторов новых научных трудов по физике оказались 
не только «нанопроблемы». На книжной полке ИБЦ ТюмГУ появилось перево-
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дное издание монографии профессора университета Мюнстера Хельмута Ме-
рера «Диффузия в твердых телах» [4]. По словам автора, «он совместил 
монографию с перечнем справочных данных по особенностям диффузионных 
процессов, рассмотрел применение на практике двух законов Адольфа Фика 
и вновь проанализировал особенности броуновского движения, а также уделил 
внимание изучению диффузионных проблем Томасом Грэмом и Альбертом 
Эйнштейном…».

Наряду с монографией иностранного ученого, «Обобщенные диффузион-
ные потенциалы», собранные и обработанные российским исследователем, 
профессором Валерием Кирейтовым, выпустило в свет в двух томах издательство 
«Омега-Принт» в городе Новосибирске [5].

 Специалистов в области исследований взаимосвязи диэлектриков и полу-
проводников заинтересует коллективная работа ученых-физиков Петрозавод-
ского государственного университета профессора Валерия Гуртова, кандидатов 
физико-математических наук Павла Райкеруса и Андрея Сарена «Зарядопе-
ренос в структурах с диэлектрическими слоями» [6]. Авторы посвятили 
свое исследование физическим основам инжекции — переносу и накоплению 
зарядов в диэлектрических слоях типа «металл–диэлектрик–полупроводник» 
и «металл–диэлектрик–металл».

Явлению ЯМР (ядерно-магнитного резонанса) посвятил свое исследование 
автор еще одной переводной книжной новинки ИБЦ ТюмГУ «Основы ЯМР»,  
ученый из Аахена Бернард Блюмих [7]. Впервые, в оригинале эта работа была 
издана в Берлине в 2005 г., а в переводе на русский язык выпущена столичным 
издательством «Техносфера» под редакцией член-корреспондента РАН Вален-
тина Ананикова. Автор этого исследования уделил максимум внимания ис-
следованию ЯМР со времени первого успешного наблюдения этого сигнала в 
1945 г. учеными Стэнфордского и Гарвардского университетов Феликсом Бло-
хом и Эдвардом Перселлом и достижениям в науке с использованием ЯМР в 
наши дни.

Кстати, Ф. Блох и Э. Перселл получили за свое открытие Нобелевскую пре-
мию по физике за 1952 г.

 В работах по точным наукам присутствуют и философские мотивы. Любо-
пытна монография профессора Рафаила Аронова «Физическая реальность 
и познание» [8]. В ней автор уделяет большое внимание научному и фило-
софскому наследию выдающихся ученых Альберта Эйнштейна, Нильса Бора 
и Анри Пуанкаре.

«Функция правдоподобия стремится к бесконечности». Эта оригинальная 
фраза приведена и в монографии исследователя из Тюмени Сергея Бардасова 
«Оценка плотности распределения вероятности ядерными функция-
ми» [9]. Она выпущена издательством ТюмГУ и посвящена совершенствованию 
математических методов, применяемых в статистике.

Оригинальна и еще одна книжная новинка — «Программирование 
на С++» [10]. Ее автор Александр Чиртик представил на страницах своего 
труда оригинальные приемы создания программ по информатике и использо-
ванию системных ресурсов. Это издание может заинтересовать и опытных про-
граммистов, и новичков.
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Таким образом, в очередном книжном пополнении фонда ИБЦ ТюмГУ пред-
ставлены новинки по точным наукам, рассчитанные на преподавателей, аспи-
рантов и студентов — специалистов в области физико-математических наук 
и информационных технологий.

И.И. Ермаков,
Научно-библиографический отдел 
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